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الرياضيات 


لين مولع اهيا ممتاميروع 


بنك المعرفة المصري 


الضف الثانى الثانوى 
كتاب الطالب الفصل الدراسى الأول 


تأليف 


أ/ كمال يونس كبشة 
أ.د/ عفاف أبو الفتوح صالح أ/ سيرافيم إلياس إسكندر 
أ/ مجدى عبد الفتاح الصفتى أ/ أسامة جاير عبد الحافظ 
مراجعة وتعديل 
د/ مخمد متى الدين عبد السلام أ/ شريف عاطف البرهامى 
أ/ ماجد مخمد حسن أ/ عثمان مصطفى عثمان 


د/ مدحت عطية شكراوى 


إشراف علمى (مستشار الرياضيات) 
أ/ مشال عزقول 


إشراف تربوى (رئيس الادارة المركزية لتطوير المناهج) 
د/ أكرم حسن 


ل 515 6-38 ”7 


غير مصرح بتداول هذا الكتاب خارج وزارة التربية والتعليم 


المقدمض 


يسم الله الرحمن الرحيم 
يسعدنا ونحن نقدم هذا الكتاب أن نوضح الفلسفة التى تم فى ضوئها بناء المادة التعليمية ونوجزها فيمايلى: 
1 تنمية وحدة المعرفة وتكاملها فى الرياضيات» ودمج المفاهيم والترابط بين كل مجالات الرياضيات المدرسية. 
2 تزويد المتعلم بما هو وظيفى من معلومات ومفاهيم وخطط لحل المشكلات. 
3 تبئى مدخل المعايير القومية للتعليم فى مصر والمستويات التعليمية وذلك من خلال: 
أ) تحديد ما ينبغى على المتعلم أن يتعلمه ولماذا يتعلمه. 
ب ) تحديد مخرجات التعلم بدقة» وقد ركزت على مايلى: 
أن يظل تعلم الرياضيات هدف يسعى المتعلم لتحقيقه طوال حياته - أن يكون المتعلم محيًا للرياضيات 
ومبادرًا بدراستها - أن يكون المتعلم قادرًا على العمل منفردًا أو ضمن فريق - أن يكون المتعلم نشطًا ومثايرًا 
ومواظبًا ومبتكرًا - أن يكون المتعلم قادرًا على التواصل بلغة الرياضيات. 
4 اقتراح أساليب وطرق للتدريس وذلك من خلال كتاب (دليل المعلم). 
اقتراح أنشطة متنوعة تتناسب مع المحتوى ليختار المتعلم النشاط الملائم له. 
6 احترام الرياضيات واحترام المساهمات الإنسانية منها على مستوى العالم والأمة والوطنء وتعرف مساهمات 
وإنجازات العلماء المسلمين والعرب والأجانب. 


وفى ضوء ما سبق روعى فى هذا الكتاب ما يلى: 


انل 


* يتضمن الكتاب ثلائة مكالات هى: الجر والعلاقات والدوال؛ الخسيان التفاضل والتكامل), حساب المللقات, ونم 
23 
لهاء والمصطلحات الواردة بها باللغة العربية والإنجليزية» ومقسمة إلى دروس يوضح الهدف من تدريسها للطالب 
تحت عنوان سوف تتعلم؛ ويبدأ كل درس من دروس كل وحدة بالفكرة الأساسية لمحتوى الدرس وروعى عرض 
المادة العلمية من السهل إلى الصعب ويتضمن مجموعة من الأنشطة التى تتناول الربط بالمواد الأخرى والحياة العملية 
ل ال ات التي لس اع القررى القر يك 0 خلال ل سف الخطا اليه مض الكااء 
الشائعة لدى الطلاب وتؤكد على العمل التعاونى؛ وتتكامل مع الموضوع كما يتضمن الكتاب بعض القضايا المرتبطة 
بالبيئة المحيطة وكيفية معالجتها. 

كما قدم فى كل درس أمثلة تبدأ من السهل إلى الصعبء وتشمل مستويات تفكير متنوعة؛ مع تدريبات عليها تحت 
عنوان حاول أن تحل وينتهى كل درس ببند «تمارين» وتشمل مسائل متنوعة تتناول المفاهيم والمهارات التي 
ليا لل الس 


وأخيرًا ..نتمنى أن نكون قد وفقنا فىإنجاز هذا العمل لما فيه خير لأولادناء ولصرنا العزيزة. 
والله من وراء القصدء وهو يهدى إلى سواء السبيل 


0 الدوال الحقيقية.‎ ١- ١ 


.... بعض خواص الدوال.‎ 1-١ 


"5-١‏ اطراد الدوال. ا 


١‏ - 5 التمثيل البياني للدوال والتحويلات الهندسية. 


.... حل معادلات ومتباينات القيمة المطلقة.‎ 0 - ١ 


؟ - ؟ الدالة الأسية وتطبيقاتهاء .ب... 
"١ - "‏ المعادلات الأسية . ...ب. 


" - 5 الدالة العكسية. ....... 


"5 - © الدالة اللوغاريتمية وتمثيلها البياني. سب 


؟ -” بعض خواص اللوغاريتمات. ....... 


220568 


الوحدة 


المحتويات 


؟ ١-‏ مقدمة فى النهايات. ب 5100600570700 
" - 7 إيجاد نهاية الدالة جبريا. 
" - ١؟‏ نهاية الدالة عند اللانهاية. .... 
'" - 5 نهاية الدوال المثلقية. .... 
'" - 6 بحث وجود نهاية للدالة عند نقطة. 000 


3 - 8" الاتضال: سيت 


١ - +‏ قانون قاعدة الجيب. مئ 0 


5 - " قانون قاعدة جيب التمام. ال ل ا ل 0 


/م 


11 


١ 


رن 


11[011110111 
.: حر « 1 . 
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يعد ليوناردو أويلر /6الاا 1607/1010 (/17١17م‏ - 17175م) السويسرى الأصل من أيرز علماء القرن الثامن عشر فى الرياضيات والفيزياء» 
فقدم وعمم الكثير من التعبيرات الرياضية ومنها مفهوم الدالة (1266302) وينسب له استخدام الرمز (2)#-7 أو ص - د(س) للدلالة 
عرّف الدالة لا المنحنى مما ساهم في تحويل الهندسة إلى علاقات حسابية» كما حول جميع النسب المثلثية التى نوه بها المصريون القدماء 
والبابليون وبرع فيها العرب إلى دوال مثلثية. أدخل أويلر العدد الثابت 2.71828 > »ء (عدد أويلر) كأساس اللوغاريتم الطبيعىء: واكتشف 
العلاقة الرياضية 0 -1+ ”” © والتى تربط بين أهم خمسة ثوابت فى الرياضيات: كما ربط بين الدوال المثلثية والدوال الأسية والأعداد المركبة. 
فى هذه الوحدة ستعرف صورًا مختلفة من الدوال الحقيقية وسلوكها وتمثيلها بيانيًًا مستخدمًا التحويلات الهندسية والبرامج الرسومية 


مخرجات تعلم الوحدة 


5 يتعرف مفهوم الدالة الحقيقية. 

يحدد مجال الدوال الحقيقية» والمجال المقابل 
والمدى لها. 

يتعرف فكرة مبسطة عن العمليات على الدوال 
الحقيقية (تركيب الدوال) 

55 يتعرف بعض خواص الدوال الحقيقية. 
يتعرف الدوال الزوجية والدوال الفردية 
ويفرق بينهما. 

5 يتعرف الدالة الأحادية (عمه - 10 - ع2ه). 
7 يستنتج اطراد الدوال الحقيقية (تزايد الدوال 
- تناقص الدوال - ثبوت الدوال). 

يتعرف الدوال كثيرات الحدود. 

57 يرسم منحنيات الدوال [الدالة التربيعية - دالة 


١‏ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


واستخدام الدوال الحقيقية فى حل مشكلات رياضية وحياتية فى مجالات مختلفة. 


بعد دراسة هذه الوحدة , وتنفيذ الأنشطة فيهاء يتوقع من الطالب أن: 


المقا. > انالة التكيية ك الذالة الكرية 
ويستنتج خواص كل منها. 

لد ات ثم انبيوت 
داس + )+ بء أد (س + ب)+ ج 
عل شوك السرم 

الدوال الم 

يحل معادلات على الصورة: 

| أس + بأ - ج. |أس+ب|- و س+جاء 
|أس+ب| -جس+و 

يحل متباينات على الصورة: 

[أس+ب| <ج ء |أس+ب|<جء 
[أس+ب| > جء |أس+ب|>ج 


2 ب يستخدم الدوال ا لحقيقية فى حل مشكلات 


رياضية وحياتية فى مجالات مختلفة. 


يربط بين ما درسه من تأثير التحويلات 


السابقة على الدوال المثلثية فى صورة 
أنشطة, 

يبحث عن التمثيل البيانى للدوال الحقيقية 
الشابى دراستيهاء وتات ر التحر يلات الشابقة 
باستخدام برنامج الجيوجيبرا "86086118" . 


1 يستخدم الآلة الحاسبة البيانية في التمثيل 


البياني لبعض الدوال التى يصعب تمثيلها 
بالطرق العادية ثم دراسة خواص هذه 
الدوال. 


ج المصطلحات الأساسية 


دالة حقيقية ممنقء مط ه86 2 1١‏ دالة فردية «متقءميع 2000 1 دالة كسرية موت صبط أممهتةو8 
مجال منمصوم 1 دالة أحادية موناء مط وم0-ه:-وم0 2 1 خط تقارب 01 
8" مجال مقابل متمدمه ع 1 اطراد دالة موتءصنط ماه برصمئوصول ‏ ؟1 تحويل 01100 5]0117 ه11 
6١‏ مدى مومهم ١‏ "1 دالة تزايدية مهقء مع ودزعدعءم1 2 "1 إزاحة (انتقال) مهتأواكصه11 
6 خطر أسي +مناامءة ,عا 1 دالة تناقصية «مقءمبط ودزومع 226 1 انعكاس و51 
"١‏ دالة متعددة التعريف دالة ثابتة ممنكمبطغوماكدصى 2 1 تمدد عع اك 
مول صبعط لصقء0 -موزررهعوزم 15 دالة كثيرة الحدود تروت صربط لمتصروميرامم "2 ؟] حل بياني موتانااهك امءأطامره6 
© دالة مركبة موناءوبع منزودمجمرص0 2 1١‏ دالة مقياس (قيمة مطلقة) 
"١‏ دالة زوجية 0لا صناط جرعباع ولق باط عنااه/ا عأاموطم 


دروس الوحدة 


الدرس :)١ - ١(‏ الدوال الحقيقية. 

الدرس ١(‏ - ؟): بعض خواص الدوال. 

ارس 1 1 اطراك الدوال 

الدرس ١(‏ - 5): التمثيل البياني للدوال والتحويلات الهندسية. 


الدرس ١(‏ - 5): حل معادلات ومتباينات القيمة المطلقة. 


الأدوات والوسائل 


آلة حاسبة رسومية - حاسب آلى مزود ببرامج رسومية 
(وتطء تامع 2) بحاصة:9)) 


كناك الاطالت تك اللاتعيال سنس النلال 5 


الوحدة الأولى 


١ الدوال الحقيقية‎ / ١ 


111101111 1 1 


“ا مفهوم الدالة الحقيقية. 
“ا اختبار الخط الرأسى. 
* الدالة متعددة التعريف ( المعرفة الدالة الحقيقية 0ل اباط أو6 
بأكثر من قاعدة). 5 5000 ' 5 
0 تسمى الدالة د دالة حقيقية إذا كا ن مجالها ومجالها المقا عة 
5 تحديد حال ومدى الدالة الحقيقية. تستويع 3 يديه ن كل من لبا رساي اممو 
العمليات على الدوال. الأعداد الحقيقية ع أو مجموعة جزئية منها. 


| 20 تعلم | 


5 م 20 اختبار الخط الرأسى 
ع 10001 . د ا 
:مالمقاين 2 «سم | إذا وجد أن الخط الرأسى عند 
88 مدى 2010 كل عنصر من عناصر المجال 


مخطط سهمى و01 لباه 1ل يمر بن 3 واتحدة 0 من ! ا 
دالة لست دالة 


“ا مخطط بيان ‏ 1077ووز0 موزعم 5 
ِ تنقط المت تة* 8 م 

5] خط رأسى عونا امعنارع/ا ا التى العلاقة 1 0 

“ا دالة متعددة التعريف العلاقة دالة من سن --> ص 


درول ونا عوانراعء هزم © مثال 
الت تحديد العلاقة التى تمثل دالة 


0 دنا وداتامءدوعامع ا موأعواءظا عط /راتامعء10 


الم بذ ات المستخدمة (0 فى كل شكل من الأشكال الآتية بِيّن ما إذا كانت ص تمثل دالة فى س أم لا. 
دوات مة 


آله حاسبة علمية. 


6 شكل )١(‏ شكل (؟) 
ل 


إذا كانت د: سل للع ص 
فإن بيان د - 

ا 0 
ضي لح ص وصك ولاس )1 


شكل م فك 4 


7 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


1 ١ك‎ 


© الحل 

شكل )١(‏ يمثل دالة فى س. 

شكل (5) لا يمثل دالة فى س لأن الخط الرأسى المار بالنقطة (1 )٠‏ يقطع الشكل البيانى فى عدد غير منته من النقط. 
شكل (3) يمثل دالة فى س . 

شكل (5) لا يمثل دالة فى س لأنه يوجد خط رأسي يقطع المنحنى في أكثر من نقطة. 

لآ حاول أن تحل 


52) بين أى الأشكال الآتية تمثل دالة من س 071 ص مع ذكر السبب. 


0 إذا كانت د:[521] هم حيث د(س) - س + ١‏ 
ارسم الشكل البيانى للدالة د ء واستنتج من الرسم مدى الدالة. 
© الحل 
الدالة د دالة خطية مجالها [1. 0] تمثل بيانيًا بقطعة مستقيمة طرفاها 
النقطتان .١(‏ د(١))‏ » (5 د(ه)) أى النقطتين (3. ؟) (7:5). 
مدى الدالة د - زى 5] 
وهو مجموعة الاحداثيات الصادية لجميع النقط التى تنتمى إلى 
منحنى الدالة. 


الدالة متعددة التعريف: 1015 ناح 6-6110 وز /لاعع 16م 


6 تعلم | 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


رسم الدالة متعددة التعريف: 
فق مثر 
(© إذا كانت د(س) - ا 


عين مجال الدالة د ومثلها بيانيًا واستنتج من الرسم المدى. 
© الحل 
الدالة د معرفة على فترتين وتتعين د(س) بواسطة قاعدتين: 
القاعدة الأولى 5 (س)- + سن عندما 2< سن < ؟ أى على الثثرة [2م 9[ 
وهى لدالة خطية تمثل بقطعة مستقيمة طرفاها النقطتان 
لان 29 [-؟,. ؟[ كما فى الشكل المقابل. 
القاعدة الثانية : د,(س) -س عندما *< س< ه أى على الفترة [5: 5] 
وهى لدالة خطية تمثل بقطعة مستقيمة طرفاها النقطتان (؟: ؟): (5.ه) 
ويكون مجال الدالة دع [-؟, ؟[ لا[؟, ه]-[-؟, ه] 


9س عندما اح س < ؟” 


س عندما ”اح سح 0 


ويمكن من الرسم البيانى نستنتج أن: 
مجال الدالة د - [-9, ه] 
مدى الدالة د ع |3 0 


ِ 1 
4 0 
لآلا حاول أن تحل في الشكل البياني الممثل للدالة د 
سن -8 عتدما” ادي حدء اه 
0 كانت دزس])ء 0 
س + ١‏ عندها س >> 9 


عين مجال الدالة ومثلها بيانًا واستنتج من الرسم المدى. 
2 فى كل من الأشكال البيانية التالية استنتج مجال ومدى الدالة. 
ل 7 رج 


لع 


03 


1 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


ِ-" 01 
2 
زج و 969 و 
ب ب 
١‏ : 
سن و م من و سس 
حَن] 63 


تحديد مجال الدوال الحقنيقية والعمليات عليها 


| 00 02610110105 0110 1035 (اناط أنه ١‏ ©[ 01 7أ0 0077 186 وناتواصرع 06 


يتحدد مجال الدالة من قاعدة تعر يفها أو الشكل البيانى لها. 
٠ش‏ 200010 


0 مثال تعين مجال الدالة 2 070(05(ا وصاصاممعغأء(ا 
م تعيين مد 9 مان الثالة كر الخدرة كر 
(4) حدد مجال كل من الدوال الحقيقية المعرفة بالقواعد الآتية: مجموعة الأعداد الحقيقية ما 
5 من دما © لم تكن معرفة على مجموعة 
يل وا رركي .> د,(س) -ماس -" 5000 
(ج) د.(س) -مْا س-5 
© الحل 


أ) الدالة د, تكون غير معرفة عندما يكون المقام - ٠‏ لذلك نضع س"-5-٠‏ أى س- 8+2 
وعليه يكون مجال الدالةد, هو ع -[-”5 ). 


اشارة 
:ب مجال الدالة د, هو جميع قيم س التى تجعل قيمة ما بداخل الجذر سس 
٠ 5 0 5 00 ٠ ٠‏ 0 للع -_ ب وي 
9 .> 5 31 
التربيعى موجبا او صفرًاء أى قيم س التى تجعل س - ” > ٠‏ 
س -” >> . “.اس >> " 2 مجال د, - [", © [. 
9 د,(س) حم س - 5 » دليل الجذر عدد فردى مجال د, دع 


لحف 
إذا كانت د(س) -م ر(س) حيثن 3 صث ن> 21 ر(س) كثيرة حدود 
أولا:عندما ن عدد فردى فإن مجال الدالة د - ع 

ثانيًا: عندما ن عدد زوجى فإن: مجال الدالة د هو مجموعة قيم س بشرط ر(س) > ٠‏ 


أل حاول أن تحل 
(54) حدد مجال كل من الدوال الحقيقية المعرفة بالقواعد الآتية:- 
د (س)- اس (#) د,(س) -م٠اس75-7‏ 
د اورة 


(>) د (س) دنا س -ه 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


تفكيرناقد 


إذا كان مجال الدالة د حيث د(س) -- -ر- هو ع -(5) أوجد قيمة ك. 


8 تعلم 2 ) العمليات على الدوال 5 اناا 017 دداه لمع م0 


إذا كانت د, » دم دالتين مجالاهما م,» م, على الترتيب » فإن: 
١‏ (د, 3 د( (س) دح (س) 1 د,(س) 0 مجال (ى, ىف د( هو 2 11 


ا نق) )دقفن داس 2 مجال(د,. د,) هو م,0م, 


* (شد)(س) شط حيث د,(س)ي. 2 مجال(د) هو (0م)-فاد,) 


حيث ف زد مجموعة أصفار د" 


نلاحظ أنه فى جميع الحالات السابقة » مجال الدالة الجديدة يساوى تقاطع مجالى د,» د, باستثناء القيم التى تجعل 
د.(س) - ٠‏ فى عملية القسمة. 


ف مثل 


(6 إذا كان د(س)-س"-4س 2٠١‏ ر(س)-6٠‏ س7 0٠6‏ ع(س)-٠غ2-س‏ 
أولية: أوجد قاعدة ومجال كل من الدوال الآنية: 


09 (دعر) (#©) (ر-ع) 
© (د.ع) © ت 
انيًا: احسب القيمة العددية - إن أمكن - لكل من: 
© (ر-ع) (0) (ب) (د.ع) (ه) © غام 
© الحل 
أو مجال د - م, - ع » مجال ر - م, - [-25 © [ » مجال ع - م, -]-6©» ؛] 
© (د+ر) (س) -د(س) + ر(س) «حي ”ك7 بهم 
دس' - 4س ٠+‏ س +5 «*جطل- بهبه. 
ومجال الدالة (د+ر) هو ع0 [-5:0 [- [-؟.» [ 2 افشد كك 1 
(© (ر - ع) (س) - ر(س) - ع (س) عيب يه 
دعا س+؟ -م 4-دس #جا الا ا >-6 
ومجال (ر - ع) هو: [-؟ .6 [ 0 ]- © 6] > [-5, 4] 5 لسعم 
(ج) (د.ع) (س) -د(س).ع (س) ظ ظ 
- (س"-#س) م٠‏ غ-س سجس ويه 
ومجال (د.ع) ع 0] -0», 6] -] -6ه, 4] حت كدت 
امم 


/ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


© لغ رس - اعم لس لويخيب 
طقلا تبن ماين 1 
مجموعة أصفار الدالة د هى [0. 6] 1 


6( مس - ص(د) 


مجال (2) -] -م», ]0ع -[ 0 4] -] -» 6[ [0) 
انيًا: القيم العددية: 
() '. (ردع) (س)- ٠١‏ س7 -١٠21-س‏ لكل س 3 [-25 4] 
٠‏ 5-15 غ] .. (ردع)(1) -10؟ -٠1؟‏ - صفر 


(ب؟) .” (د.ع) (س) - (س' - 4س)م٠‏ 2 -س لكل س3] -6, 6] 
36٠‏ ]-0 ؟] .“. (د.ع)(0) غير معرفة 


٠.١ ©‏ (2) (س)- جد لكل س3 ]-مء 4[ -ز»] 


]دهم 2[ [ء) ا" دككة 
[آيل حاول أن تحل 
9 إذا كانت دء ر دالتين حقيقيتين حيث: 


د(س) - س' - 4 » ر(س) -م٠‏ س ١-‏ أوجد: 
.أ مجال كل من الدوال الآتية: (د + ر)ء (د. ر) :(2) 2 (2) 
ب أوجد القيمة العددية - إن أمكن - لكل من: 

(دخر)60 ع (در)مء )صسمء بجارم 


تركيب الدوال ‏ 5دمةءصبط آه دهز أومم 011 ) 
يقوم مصنع بتصدير جزء من إنتاجه يعطى بالعلاقة د(س) - + س حيث س عدد الوحدات المنتجة فى العام الأول» 
وكان عدد الوحدات المصدرة فى العام التالى يعطى بالعلاقة ر(د) - د + ١6٠.‏ حيث د عدد الوحدات المصدرة فى 
العام الأول. 

ابحث 9 زميل) كم يكون عدد الوحدات المصدرة فى العام الثانى إذا كان إنتاج المصنع فى العام الأول 

) 0 0 . وحدة (©) .. ٠‏ وحدة 


للتحقق من صحة استنتاجك تتبع المخطط التالى: 


إنتاج العام الأول المصدر فى العام الأول المصدر فى العام الثانى 


3 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 4 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 
فعا 7 

26 تعلم | 

إذا كان مدى الدالة د تقاطع مجال الدالة ر لا بساوى ‏ فإنه يمكن استنتاج دالة جديدة ع تتركب م١"‏ 

1 : زلا نساق 6 اج جديده: ‏ كرتب من 
الاين الساتين وم 

ونقرا ان اتركبب:3 أوربحده حيبت تطبق الدالةة أولة ثم الدالة ر 

ويكون ع(س) -(ره د) (س) 


-ر(د(س)) 
من المخطط السابق يكون: 
58 © للاحظ أن 
لأاع(0..0؟)در [د(50.000)] زب ع (6.00)- لل 
در(6..60ه) 000 2 


10.6.-1١60..+ 8...‏ وحدلة 


فكين هل عملية تركيب الدوال عملية إبدالية؟ 
4 امدقم لقي عن هذا ازاك أمعد 03 | زلتن )39104 رن حيطي قن سرس حلا 


[آيل حاول أن تحل 
2 إذا كان د(س) - س" +1» ر(س) - "اس 
أولا: أوجد (ده ر) () ثانياً: حدد قيم س التى تجعل (د© ر) (س) - 67 


59 تمارينا-ا_ 89 


اخترالاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة: 
© أى من الأشكال البيانية الآتية لا تمثل دالة فى س: 


5 
- 
د 
5 عا 


>” 


عا نا ب 5 


صا ص] ما 


4 آب) 0 )0 


2 جميع العلاقات الآتية تكون فيها ص دالة فى س ما عدا العلاقة: 
(0) ص - "اس + ١‏ (ب) ص - س" - ع 
(ج) س -ص'"-؟ لها ص دحاس 


7 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


أجب عن ما يأتى: 
س ١-‏ عندما ؟ > س دع 


حدد مجال الدالة د حيث 0 
3 وف د سيصدرس 0 عندما -؟< س <<" 


ثم ارسم الشكل البيانى للدالة » ومن الرسم استنتج مدى الدالة. 


2 ارسم الشكل البياني للدالة د حيث: 


د(س) | ومن الرسم استنتج مدى الدالة. 


"'س ١-‏ عندما س < ؟ 


؟"س +5 عندما 5س <. 


© إذاكانت درس)- | 


١-س)‏ عندما <٠‏ س <غ6 


ارسم الشكل البيانى للدالة دء ومن الرسم استنتج مدى الدالة 
-ة)س 21٠5+‏ عندما س < ١‏ 
0 إذا كان:د(س)- ١‏ -س"025) عندما <١‏ س<"؟ 
س5-١201‏ عندما س > ” 


أاوجد: 


9 د(صفر) اب د( (ج) د(؟) 


لمن غندهما واه حا 
ع(ن) - /ْ١‏ عندما +١1<دزن<‏ ب 


"٠١ < ن‎ < ٠٠١ عندما‎ 88١0+ -؛ن‎ 


حيث ن الزمن بالثانية» أوجد: 


لأاع0١)‏ ابا ع(0١6)‏ لجاع(00) 
0 ف لاق تنثل الدالةوع حريث: 
بس عددها. «حدين تت يمه 


درس) - ؟س +..6؟ عندما < سس خ ١٠6...‏ 
لأس + ٠٠٠٠١‏ عندما >< سس 2 5.6.6.0 


المبلغ بالجنيه الذى تتقاضاه شركة لتوزيع أحد الأجهزة الكهربية حيث س تمثل عدد الأجهزة الموزعة؛ أوجد: 


(1 د(:.:.ه) © وز.١.)‏ © دل١:...ه)‏ 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول ١‏ 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم الماحنيان 
(32) عين مجال كل من الدوال الحقيقية المعرفة بالقواعد الآتية: 


0 الل 5 د ان 1لا 
لَك درس) س" - وس +4 8 درس س5 + ١‏ 
© د(س) - +اس-5 (5) د (س) - 2٠‏ -س” 
اها اس (9 كك 
.4 درس) 0-0 3 درس) 8 2-5 


إذاكان:دى:ع ومع حيث در (س) -؟اس-١‏ ع 
د[ ؟+]سهع حيث د, (س) - 7 س +4 

فأوجد: (د, +د,) (س) » (د, - د,) (س) مبينًا مجال كل دالة. 
9 إذا كان: د,(س) - س+؟ ومجال د, - [-25 2] » د,(س) - س" + #اس ومجال د, - [-1ء *] » 

أوجد: (د,+د,) (س) ء (د,-د,) (س) + (شد) (س) ء () (س) مبيئًا مجال كل دالة. 
9 إذا كان: د(س) - اس +١ء‏ ر(س) -س" -0» ق (س) -س" ١‏ أوجد: 

6 « هر)) © رره ١0)‏ ©(2رهق)() (© (ق ه د) (؟) 
9 إذا كان: د(س) -- » ر(س) -س +” 

أوجد: (د 5 ر)(س)اء (رهه)(س). 
9 إذاكان: د(س) -س"-" 00 ء ر(س) -٠س-5‏ 


أوجد: (د © ر) (س) فى أبسط صورة ثم أوجد (د 6 ر) (*) 


٠‏ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


الوحدة الأولى 


/ بعض خواص الدوال ١‏ 


تر 
0171 170061 50116 


قد يتميز الشكل البيانى للدالة د حيث ص - د(س) بصفات هندسية تلاحظ من الرسم ام-9 
بسهولة, ويمكن استخدامها فى دراسة الدوال وتطبيقاتها وأشهر هذه الصفات التماثل 5 التماثل فى منحنيات الدوال. 


تاك ص5 حول محور الصادات أو التماثل حول نقطة الأصل. الدوال الزوجية. 
5 الدوال الفردية. 


5 3 الدوال الأحادية. 
نصفا المنحنى تمامّاء ودرست كذلك التماثل حول نقطة الأصل. 


ص 
3 
سن ) | ]5 
“ب المصطلحات الأساسية لو 
1 
, 
2 ا عاد 3001 
1 عا ثل 01 ا 
سِ د “ا دالة زوجية مروناءصبط معط 
3 
” 5] دالة فردية 0ونءصبط 000 
ب | ل(اسء-ض) 5 دالة أحادية 
وباط 006- مغ - ور 


التماثل حول معو الصادات التماثل حول نقطة الأصل. كأ خط أفقى 6 امامم عرولا 


شكل (1) شكل (1) 


فى شكل :)١(‏ 

تكون النقطة (- س». ص) الواقعة على الشكل البيانى لمنحنى الدالة هى صورة النقطة 

(سء ص) الواقعة عليه أيضًا بالانعكاس حول محور الصادات. 

0 الأدوات المستخدمة لها 
فى شكل (5): ١‏ 2 آله حاسبة علمية - برامج 

إن النقطة (-سء -ص) هي صورة النقطة (س» ص) الواقعة على نفس المنحنى. 


ألا حاول أن تحل 


2 فى كل شكل هن الأشكال الآتية بيّنَ المتحنيات المماثلة حول محور الضاداتك 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول ٠‏ 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


26 ب١‎ 


تفكيرناقد 
هل تتماثل منحنيات جميع الدوال حول محور الصادات أو حول نقطة الأصل فقط؟ فسر إجابتك. 


الدوال الزوجية والدوال الفرديك: 005 تناع 000 0 جره (إعباط 


0 تعلم | 

الدالة الزوجية: يقال للدالة د: سر > ص إنها دالة زوجية إذا كان د (- س) - د (س).ء لكل س » -س 3 س 
ويكون منحنى الدالة الزوجية متماثلًا حول محور الصادات. 

الدالة الفردية: يقال للدالة د: سر > ص إنها دالة فردية إذا كان د (- س) - - د (س)» لكل س » -س 3 س 
ويكون منحنى الدالة الفردية متماثلًا حول نقطة الأصل. 

لاحظ: كثير من الدوال ليست زوجية وليست فردية 

عند بحث نوع الدالة من حيث كونها زوجية أو فردية يجب تحقق شرط إنتماء العنصرين س » -س إلى مجال 
الدالة» وإذا لم يتحقق كانت الدالة ليست زوجية وليست فردية دون إيجاد د(-س) 


ف مثل 


(0) ابحث نوع الدالة د في كل مما يأتى من حيث كونها دالة زوجية أو فردية. 


الله د (س) دس" © د(س)- س" (#)د(س) - ٠اس+م8‏ (05) د(س) - جتاس 
©> الحل 


(أ) د (س) -س".ء مجالد -دع 
٠٠.‏ لكل س» -س 3 ع ء يكون: د(-س)- (-س)" - س" 
أى أن: د(-س) - د(س) “٠‏ ددالة زوجية 
(©) د(س) - س". مجالد - ع 
' لكل س ء -س 3 ع » يكون: د(-س) - (-س)" -- س" 
أ أنة د(-س)- -د(س) 'ددالة فردية 
لهامة: 
تسمى الدالة د: م -->م , د(س) -أسث حيث | عو ٠‏ .ن 3 صل دالة القوى » 
وتكون الدالة زوجية عندما ن عدد زوجى » فردية عندما ن عدد فردى. 


١‏ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


+) د(س) -م٠س‏ +5, مجال د - [-7 ,6 [ 


لاحظيأن 34 [-7 .0 [ بينما -84 [-7. ©[ [9)_تدمرات ا ٠‏ 


' الدالة د ليست زوجية وليست فردية. 
حا(-س)- - حاس 
(5) د(س) - حتا س » مجال د - ع حا لد )- حتاس 
' لكل سء -س 3ع يكون: طا(-س) - - طاس 


د(-س) - حتا (-س) - حتا س 
أى أن: د(-س) -د(س) د دالة زوجية 


لآل حاول أن تحل 

0 ابحث نوع الدالة د فى كل مما يأتى من حيث كونها دالة زوجية أو فردية أو غير ذلك. 
1) د(س) - جاس :ب د (س) -س" + جتا س (©) د(س) -س"- جاس 
.3 د(س) -س" جتاا س .ه د(س) -س" جاس (3) د(س) - س" جتا س 
ذ) د(س) - س" + س" اع د(س) - جاس + جتاس20 اط د(س)- جاس جتاس 
ماذا تستنتج؟ 

إذا كان كل من: د, » د, دالة زوجية » وكان كل من: ر,» ر, دالة فردية » فإن: 

(١‏ د, +د, دالة زوجية 3( ر,+رء دالة فردية. 

( د ءاد, دالة زوجية ( ر,كار, دالة زوجية. 

6) د, «ر, دالة فردية ؟) د,+ر, ليست زوجية وليست فردية. 


باستخدام الخواص السابقة » تحقق من صحة إجابتك فى بند حاول أن تحل (؟) 

8 مثال 

(") يوضح كل شكل من الأشكال البيانية التالية منحنى الدالة د حدد من الرسم ما إذا كانت الدالة د زوجية أو 
فردية أو غير ذلك وحقق إجابتك جبريا. 


جه 


للا 


2 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول م٠‏ 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


© الحل 
لله د (س) -س" + سء من الشكل الييانى للدالة د نلإبحظ أن: 
مجال د - ع» منحنى الدالة متماثل حول نقطة الأصل ؛ أى أن الدالة فردية 


كل سس ددس داع .د (-س) - (- س)" + (- س) 
بالتسيط: د(-س) --س"-س 
باحق ود ا عابلة كم ا د(-س) --(س"+س) 
د (-س) - -د(س) 
أى أن الدالة فردية. 


© د (س) -؟-س" + من الشكل البيانى للدالة د نلإحظ أن 
محال دغ |3 8]اء وفتحتي الذالة متمائل بالنسية لمخور الصادات؛ أى أن الدالة زوتجية 
3 كل س » -س 3 [-ى 1 2 د (-س)- ؟-(-س)" 
بالتبسيط د (-س) -١-س'‏ 


د (-س) - د (س) أى أن الدالة زوجية 
© د (س) - س' -+سء من الشكل البيانى للدالة د نلإحظ أن: 


فجال دوع وفك الدالة لبس ععماثلا نخول حون الصادات» ولسن فغما تله بالفسة لنقطة الاصل؛ 
أى أن الدالة ليست زوجية وليست فردية: 


'.* كل س » -س 3 مم .٠‏ دل-س)-(-س)"'- (-س) 
بالتبسيط د(-س)-س”"+؛س كو د(س) ٠.6.0‏ دليست زوجية 
ولكن - د (س) -- س" +4 س 
لذلك فإن د(-س)# -د(س) .. دليست فردية 
أ أن الدالة و الست زوحية ولست قروية. 
أل حاول أن تحل 
2 اذكر نوع كل من الدوال الممثلة بالأشكال البيانية الآتية من حيث كونها زوجية أو فردية أو غير ذلك. 
0 8 رج 6 
كن 
: 
: 
1 
8 : ب 
1 للم ام 


١‏ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


بعض خواص الدوال ظ 


أليل حاول أن تحل 
( مثل الدالة دحيثه (س) ع 


س +5 حيث س > -؟ 


ىع 7 
ع 


س 35 حيث س <-5 


ثم بيّن: هل الدالة زوجية أو فردية أو غير ذلك؟ وتحقق من إجابتك جبريًا. 
الدالة الأحادية: (ممناءصبع عباناعءزما ) ممناءصبط 6م00 - مغ - عم 
0 الدالة "در كه صرل.. ٠‏ تسمى والة أحادية إذا كان: 

لك 


ع8 


أو لكلأعدب فإند(ا)#د(ب) 


9م مثال 
© يوضح كل شكل من الأشكال البيانية الآتية منحنى الدالة دس -- > صل ء أثبت أن د دالة أحادية. 


ل 


© 


© الحل 
أ) د(س) - س + ؟. مجالد - ع 
لكل أءب 3 م فإن د () !+ ؟ . د(ب)-ب+؟ 
بوضع د(|)-د(ب) 600.|+؟-ب+"5 
وبحذف ١‏ من الطرفين ‏ 8.“.٠ا|-حب‏ لذلك فإن د دالة أحادية 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول ١‏ 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 
(#) د (س)- كيك .مجالد-ع-(2] 


لكل اءب دع 1 فإن 5() - ؟ لت ,ءوزي) - "جك 


ب-5 


2؟|-ه بده 


بوضع د )0( 32 ربغ 1 - 


|-؟ فب 
بالضرب التبادلى *“أب-7|-هب+١٠١1-؟|ب-5ب-5|+١٠‏ 
بالحدفيه و العسيط “. أ- ب لذلك فإن د دالة أحادية. 


8 تعلم 22١١‏ ) إختبار الخط الأفقى غ765 16 - اواممعزرونا 

تكون الدالةة: سحه> ص ذالة إحادية إذا كان الخط الأفقى (الموازى لمحور السيدات) عند كل عدصر من 
عناصر مدى الدالة يقطع منحنى الدالة فى نقطة واحدة. 

آنل حاول أن تحل 

0( فى بند حاول أن تحل (*) ص :)١5(‏ بين الأشكال الببائية التى تمثل دالة إحادية. 

2 أثبت أن د:س-> ص دالة إحادية حيث: 


لاس - ه 


أ د(س)-'؟'س-؟ 9 ى (س) - 00 


ذه مثل 


() بيّن أن الدالة د+دس-> ص حيث د (س) - س" ليست دالة أحادية. 


© الحل 
د(؟)-:,د(-5)-6 مك20 
ا ل د ليست أحادية 
ونلاحظ أن الخط الأفقى عند ص - 4 يناظر قيمتين غير متساويتين 
للمتغير س هما -؟.» ؟. 


- الل ب ب أإ|أ|ب مرا اجشضايي 
 ##‏ _تمارينا-) 892 
2) اذكر ما إذا كان تماثل المنحنى حول محور السينات أو محور الصادات أو نقطة الأصل ثم فسّر إجابتك. 
ص 
2 ات 5 
8 
شكل )١(‏ شكل (؟) 
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بعض خواص الدوال ظ 


2 أوجد مدى كل دالة وبين نوعها من حيث كونها زوجية أو فردية أو غير ذلك. 


شكل (4) شكل (0) 


0 ابحث نوع الدالة د من حيث كونها زوجية أو فردية أو غير ذلك. 


رأ د(س) - س؛ +س"' ١‏ د (س) -# س - 64 س" 
2 جه بم جم 
8 د(س) -س' - اس © د زس)- شك - 
3 
237 1-4 0 7 
كا درس) -! س"+5 2 د(رس) - 0 09 
سس 


5-5 


١ 
د (س) -س"' - ل‎ )2( 


سس 
د(س) - س حتا س 


د (س) 2 (سن' )71 


إذا كانث د عدف دوال حقيقية حيث ن (س) دس 6:ذ (س) داس :و (س) دوس 


فبين أى الدوال الآتبة زوجية وأيها فردية وأيها غير ذلك 
0 دان رب دادىنى © د دن 

(5) إذا كانيث دعر دالقيخ سقية هن بعبية و(س) د (#دسن) "ع ر(س)- ادس" 
بين أى الدوال الآتية فردية وأيها زوجية وأيها غير ذلك. 


الله ددر © ددر © د.ءر 
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2 
© دمكادى 


184 


2 أجب عن ما يلى من خلال الأشكال الآتية: 


شكل (5) 


شكل (4) 
شكل (9) 


أولا: أكمل رسم شكل )١(‏ وشكل (©) في كراستكء بحيث تصبح الدالة زوجية على مجالها. 
ثانيًا: أكمل رسم شكل (؟) وشكل (4) في كراستك» بحيث تصبح الدالة فردية على مجالها. 


ثالمًا: حدد مجال ومدى الدالة فى كل حالة وبين أى الأشكال البيانية تمثل منحنى دالة احادية. 


0 في كل من الدوال المعرفة كما يلى حدد ما إذا كانت الدالة المعطاة أحادية أم لاء مع توضيح السبب. 


الل د(س) -0 س ١+‏ © د (س) - سا رج د(س) -س" ١+‏ 
ا( د (س)- اس'- س-؟ © دزس) دس + !ساد 
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الوحدة الأولى 


/ اظراد الدوال ١‏ ب 


1 كه 21 1//012010111/ 


© فكرو ناقش 9 ه- 


4 اطراد الدوال. 
يوضح الشكل البياني المقابل درجات تكرام انراج رسيي 
5 5 3 7 0000 (6209610 )في رسم منحنى دالة 
الحرارة المسجلة بمديله القاهرة فى احد 
الأيام » لاحظط التغير فى درجات الحرارة 
اريس ثم حدد من الرسم: 
02 فترات تناقص درجات الحرارة. 
© فترات تزايد درجات الحرارة 
اج) فترات ثبات درجات الحرارة. 
تساعدنا صفات منحنيات الدوال فى معرفة سلوك الدالة د وتحديد فترات تزايد أو 


الزمن 


المصطلحات الأساسية ١‏ 


4 اطراد. /[011 غ0 جروالا 

تناقص أو ثبوت د(س) كلما زادت س وهو مايعرف باطراد الدالة. 4 دالة تزايدية. «ونء ملم وماكم ما 
4 دالة تناقصية. 

64 تعلم 2000 

4 دالة ثابتة. ‏ صمنءصبط غممكدمم 


تزايد الدالك: 

يقال للدالة د أنها تزايدية فى الفترة ]أ ب[ 

إإذا كان لكل دنه من 5 ]ااه | حيث: س, >> س, 
فإن: د(س,) > د(رس,) 


تناقص الدالة : 

يقال للدالة د أنها تناقصية فى الفترة ج ء 5[ 

إذا كان لكل س, ٠‏ س, 3] جء 5[ حيث: س, > س, 
فإن: د(س.) < د(س,) 


الأدوات المستخدمة | 1 
4 آلة حاسبة علمية 


4 برامج رسومية للحاسوب 


شبوت الدالة : 

يقال للدالة د أنها ثابتة فى الفترة ]ل » م 

إذا كان لكل س,» س, 5] ل» م[ حيث: س, > س, 
فإن: درس,) - د(س,) 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 34 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


فق مثر 
(0) ابحث اطراد الدالة الممثلة فى الشكل البيانى المقابل. 
©> الحل 

> الدالة تناقصية فى الفترة ]-6, [٠‏ 

>> الدالة تزايدية فى الفترة ]0 ؟[ 

>> الدالة ثابتة فى الفترة ]625 [ 


أل حاول أن تحل 
2 فى الشكل المقابل: 
ابحث اطراد الدالة الممثلة فى الشكل البيانى المقابل. 


ف مثر 


(6©9 يوضح كل شكل من الأشكال البيانية التالية منحنى الدالة د: س- --> ص , حيث ص - د(س) استنتج من 
الرسم مجال ومدى الدالة وابحث اطرادها. 


0خ 


© الحل 
(1) مجال د - ع -] -©* ,هه [» مدى د -] -6 .0 [ الدالة تزايدية فى ]-6 , -[ 
(#) مجال د -] -, ؟] نا] 7,» [ -] -ه ,م [ 
الدالة تزايدية فى ]-66» 7[ء تزايدية أيضًا فى ] ؟” :© [» مدى الدالة - ع 
(ج) مجال د-] -© ١‏ ١[لا]‏ 67© [» مدى دد] - © 4[ 
الدالة ثابتة فى ] -0© ٠‏ ١[ء‏ وتناقصية فى ] ؟ .© [ 
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58 جين 


ليل حاول أن تحل 
© في كل من الأشكال التالية استنتج مجال ومدى الدالة ثم ابحث اطرادها: 
600 رب 


تفكيرناقي: أى من الأشكال السابقة يمثل دالة إحادية ؟ فسر إجابتك 
استخدام البرامج الرسومية فى دراسة خواص الدوال 
تتعدد البرامج الرسومة لتمثيل الدوال .بيبانا » ومن أشهرها برنامج 6606606 المجانى للتابلت أو الحاسوب. 
استخدم برنامج جيوجبيرا ف عمل التحويلات الهندسية للدوال 
باستخدام برنامج 0 مثل بياننًا الدالة د حيث: د(س) - س" - "س + ؟» ومن الرسم: 

0 أوجد مجال ومدى الدالة. 

١ب)‏ ابحث اطراد الدالة ونوعها من حيث كونها الت رحدل يت حك 2 “لعا 


1 286 
زوجية أو فردية او غير ذلك. : 


لتمثيل الدالة ييانيًا اتبع الخطوات التالية: ١‏ 
-١‏ افتح نافدة الجبر والرسم البيانى من برنامج الاق لوسومية 0 
(010ء6606) الجبرية 


ثم إضغط ى زامه,6 * واختر لتصل إلى ّْ 


شكل (1) 


النافذة المبيدة فى شكل :)١(‏ : 
غاة سا< متها < انملع 
"- فى النافذة الجبرية اكتب قاعدة الدالة اس 


د(س) -س" - 'س +" بمربع الادخال (غناممة) 
على النحو التالى: 

٠ 029 019 699 0429 999 0119 009 8‏ بدا 
ثم اضغط ل>ه فيظهر فى النافذة البيانية منحنى الدالة, 
وفى النافذة الجبرية قاعدة الدالة كما فى شكل (؟) 


شكل (؟) 
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الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


*- لتحديد نقط على منحنى الدالة اختر ١‏ هي زاف ]سل ل 0 لناطلعايها 
/3 كد --09-_- وح سياه 
3 شريط الأدوات ثم نقطة جديدة من القائمة ش ّ ١‏ )4 0 


المنسدلة» حرك المؤشر حتى تصل إلى موضع النقطة 

المراد تحديدها على المنحنى واضغط إدخال لتظهر 

النقطة على المنحنى فى النافذة الرسومية كما يظهر 

إحداثيى النقطة فى النافذة الجبرية كما فى 1 

شكل (©). . 

فخ الشكل البيالى للدالة تحد: 

]) مجال د -] - ,© [2 مدى د-] - م 6[ 

(7) الدالة تزايدية فى ]- 0 11 تناقصية فى ]-1 21١ ١‏ تزايدية فى ١]‏ ؛ 1*0 
كبا أن الذالة لسك زوحة ولسث فردية, 


لاحظ: 

النقطة (0. ؟) هى نقطة تماثل لمنحنى الدالة كما أن الدالة د ليست دالة أحادية. 
باستخدام برنامج 06000010 ارسم منحنى الدالة د: د(س) - "اس - س 
ومن الرسم ابحث اطراد الدالة ونوعها من حيث كونها زوجية أو فردية أو 
غيرذلك. 


0 


862  م-انيرامت‎ 8# 


4 الأشكال الآتية تمثل الشكل البيانى لبعض الدوالء استنتج من الرسم المدى وابحث الإطراد: 


شكل )١(‏ شكل (”7) 
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اس 5 
اد فترة تزايد ->ه فترة تنائص ها جد فترة تزايد له 
57 


شكل (9) 


56 جسن 


© حدد مجال كل من الدوال الممثلة بالأشكال الآتية ثم اكتب مدى الدالة وابحث اطرادها. 
06 
ا 


© اذا كانت 81:5 هع 


#-س عندما 2 -#< س ١١‏ 
د(س) - 


سس عندما ادس 12 
١‏ أ) ارسم الشكل البياني للدالة دء واستنتج من الرسم مدى الدالة وابحث اطرادها. 


(©) هل د دالة احاديةا فسر اجابتك. 


(4)-تفكيدابداعي 
إذا كانت الدالة د فى تزايد مستمر أو تناقص مستمر على مجالها هل تكون د دالة أحادية؟ فسر إجابتك. 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول م 


الوحدة الأولى 


/ التمثيل البيانئ للدوال والتحويلات الهندسية ١‏ 


١‏ سوف تتعلم 


“ا دوال كثيرة الحدود ( الدالة 
الخطية - الدالة التربيعية - 
الدالة التكعيبية ) 

“ا دالة المقياس (القيمة المطلقة ) 

ا الدالة الكسرية 

استخدام التحويلات الهندسية 

للدالة د فى رسم المنحنيات 


صن دوزسن) + | 
ص - داس + أ) 


ص ددس + |) دن 


ص - - د(س) 
فنك | د(س) 


من ك داس ع )الابيد 


"ا التحويلات الهندسية لبعض 
الدوال المثلثية. 

5 تحويل. م1 
انتقال. دول واكدصه 1 
“ا انعكاس. موق 86 
كار أسى امعنارعن/ا 
كك أفقى اماوم عوط 
5 خط تقارب كع انام 171/زدل/ 


| هه الأدوات المستخدمة 


كا آلة حاسبة علمية. 


برامج رسومية للحاسوب. 


ف 


أهدةء 02071 ,كدرمقاء لزه ت7متكستدءيع مع[ أمعتنامه 0 
5 0617171[إ|[2211<1 


الدالة كثيرة الحدود كوا انعا أوأحجره ريراهم 
سبق أن درست الدالة كثيرة الحدود التى قاعدتها على الصورة: 


د(س) -| + أرس + ارس" + ارس" + ل أن سس 


حيةش: اداء اله يع أن ذا عع أن عوعءو نه د ط 

وعلمت أن المجال والمجال المقابل هو مجموعة الأعداد الحقيقية م (أو مجموعة 

جزئية منها)»ء وتسمى هذه الدوال بدوال كثيرة الحدود من الدرجة ن» ودرجة كثيرة 

الحدود فى أغلى قرة يأهذها التخير المستقل س. 

لإحظم 

-١‏ إذا كان د(س) -ا ء| ع١‏ فإن د تسمى كثيرة الحدود الثابتة. 

لاعؤوال كقيرة الحدوددن النارعة الأو تسم دوالاخطية» بون الدريجة الثانية 
ا 

“> عند جمع أو طرح دوال قوى مختلفة وثوابت » نحصل على دالة كثيرة الحدود. 

؟ - أصفار الدالة كثيرة الحدود هى الإحداثيات السينية لنقط تقاطع منحنيها مع 
محور السينات. 

©- تنساوى دالتا كثيرتا الحدود د ر إذا كان لهما الدرجة نفسها وكانت معاملات 
قوى س المتناظرة فيهما متساوية. 


فق مثر 
© إذا كان دءر كثيرثا حدود حيث د(س) -(اس +ه)', 
ر(س) - وس"+ "١‏ س + ج - 4 » وكان د(س) - ر(س) أوجد قيمتى أ ج. 
© الحل. 
د(س) - (أس + ه)' -|"'س" + ١٠أاس‏ + ه؟ 
' درس) -ر(ر(س) .٠.‏ معاملات قوى س المتناظرة متساوية 
بمقارنة معامل س2 ».-]٠١:‏ 5 أدم 


لآلا حاول أن تحل 
9 إذا كان درس) دزا أي )سامح سد 3 ر(س) - لاس" + دس + (1|-ب) 


أوجد قيم أب ج التى تجعل د(س) - ر(س) 
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رسم متحثيات الدوال كملق نط آه كطامه6 


أولا: دوال كثيرة الحدود وو انا أوأدرهصيرامم 


فيما يلي التمثيل البياني لبعض دوال كثيرات الحدود: 


)١‏ د(س)-س 
الدالة د تربط العدد بنفسه, ويمثلها خط مستقيم يمر بالنقطة (0. »)٠‏ 
وميله - ١‏ 


(تحقق من: مدى د- ع »ء د فردية » د تزايدية فى م ) 


") د(س) - س" 
الدالة د تربط العدد بمربعه» ويمثلها منحنى مفتوح لأعلى ومتماثل 
حول محور الصادات » ونقطة رأس المنحنى هى (0:. )٠‏ 
(تحقق من: مدى د - ع » د زوجية » د تناقصية فى ]-6 , [١‏ » 
تزايدية فى | 6.١‏ [) 


*') درس) - س" 
الغالةاه تركيطة الحهه كفي بو يليا مم لطا لاله ع ا 


(تحقق من: مدى د- م » د فردية » د تزايدية فى م ) 


فق مثر 


© ارسم الشكل البيانى للدالة د حيث: 
س >" عندما س ح ” 


درس) - ا 


3 عندما س >> ؟ 
©> الحل 
(١‏ عندما س ح 29 د(س) - س" 


نرسم د(س) - س" لكل س ]- 86 ء 9[ 
مع وضع دائرة مفرغة عند النقطة (25 4) كما فى شكل )١(‏ 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


”؟) عندماس >> ؟ ؛ د(س) -ع لد 

ترسم الدالة الثابتة د(س) -؛ لكل س ]6:5 [ 

على نفس الشكل البيانى كما فى شكل (1) 1 

لاحظ أن مجال الدالة د - م -(5؟]ء» ومدى د - [0. ©[ ؛ 

0 7 
يل حاول أن تحل ١‏ 1 حلا عام 
2) ارسم الشكل البياني للدالة د حيث: شكل () 
س5 عندما س ح ٠‏ 
| م ثم استنتج مدى الدالة وابحث اطرادها. 


ايا تعلم دالة المقياس (دالة القيمة المطلقة): ‏ «ملءمبط علام/ا عأاموطم 186 


أبسط صورة لدالة المقياس هى د(س) - |س[|»س 3 ع 
وتعرف كما يلي: 
١‏ س0 عندما اس >> ٠‏ 
دزس) - ا 


عندما س < ٠‏ 


لاحظ أن: |- "| |#ادى إناعى 6-75٠‏ 55 دم 
أى أن إس[>-٠‏ إدس ]من[ 8س" داس| 
الدالة د يمثلها شعاعان يبدأن من النقطة (0. )١‏ ميل أحدهما - ١‏ » وميل الآخر - ١-‏ 
(تحقق من: مدى د - ٠0[‏ ©[ » د زوجية » د تناقصية فى ]-0» [١‏ وتزايدية فى 6.٠]‏ [ ) 


فل . 
0 تعلم ا الدالة الكسرية 0ل اناا أو0ه 11و80 


أبسط صورة للدالة الكسرية هى: 

د(س) عل ءس 3ع -[:) 

الدالة د تربط العدد بمعكوسه الضربى » ويمثلها منحنى نقطة تماثله 
)٠0(‏ ويتكون من جزآين أحدهما يقع فى الربع الآول والآخر 
يقع فى الربع الثالث وكل جزء يقترب من المحورين ولايقطعهما 

( س - .. ص - ٠‏ خطا تقارب للمنحنى) 

القع دروة مذاى وات 8 -[] ون فر يقا+ واتناقصرية فى ]نص +[ 


وتناقصية أيضًا فى 0.٠]‏ [) 

ليل حاول أن تحل 00 

© ايسم الشكل البيانى للدالة د حيث و(س) - | أ ا 
كن 


ومن الرسم حدد مدى الدالة وابحث اطرادها. 


3 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


البيانى للدوال والتحويلات الهندسية ؤ 5-١‏ 

التحويلات الهندسية لمنحئيات الدوال دآ م610 01 كده7701ه0|كده 1 

أولا: الازاحة الرأسية لمنحنى الدالة هنأو اكمه١1‏ امعنارع/ا 

3 2 3 5 | هه ممومة كا ) 

| ا عمل تعاونى هاا سس كك 
(* #اسا< كرت زه < ا ١‏ 

اعمل م زميل | +حم تيل -- ل 


2+1 - م« © 


باستخدام 1 نامج ةناء ومع6 

؟) ضع المؤشر على رأس منحنى الدالة واسحبه رأسيًا لأعلى 
وحدة واحدة ولاحظ تغير قاعدة الدالة لتعبر عن دالة 
جديدة قاعدتها د(س) - س" + ١‏ كما فى شكل .)١(‏ 


يم| شكل(١)‏ 


ماعط نامل مالالا نيلا مس0 نلا نينا اننا 


؟) اسحب رأس منحنى الدالة إلى النقط (-. 425 (-. 26 [8 ]كك < ]2ه <اطناط الها 
وسجل ملاحظاتك فى كل مرة. ! 6 , ا 


( اسحب منحنى در(س) - س” وحدتين وَأهنا إلى أسفل 
ولاحظ تغير قاعدة الدالة لتعبر عن دالة جديدة قاعدتها 


در(س) - س'- ؟ كمافى شكل (؟) 
فكر: بين كيف يمكن رسم د(س) - س" - 0 باستخدام منحنى 


د(س) - س"؟ 
مما سبق تلاحظ أن: إذا كان: 


016 


هيه | جه اعهم | 
ااه 


5 
درس) - س" » ر(س) - س" ١+‏ » ق (س) -س" - ؟ فإن: , 
)١‏ منحنى ر(س) هو نفس منحنى د(س) بإزاحة قدرها 
وحدة واحدة فى الاتجاه الموجب لمحور الصادات. 
؟) منحنى ق(س) هو نفس منحنى د(س) بإزاحة قدرها ١‏ - 
؟ وحدة فى الاتجاه السالب لمحور الصادات. 
تفكيرناقد: باستخدام منحنى د(س) - س' بين كيف يمكن 
() ر(س) -س”+ع © ق(س) - س؟-ه 


8 تعلم__.. | رسم المنحنى ص - د(س) +! 


لأى دالة د ؛ يكون المنحنى ص - د(س) + | هو نفس منحنى ص - د(س) بإزاحة قدرها | من الوحدات فى اتجاه 
وص . عندما! >> ٠‏ . وفى اتجاه وص عندما| < . 


شكل 6 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 4 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


© مثال 507 ص 


(©) يبين الشكا المقابل : منحنيات الدوال د.ء رء ق حيث كل من رء ق 0 
صورة للدالة د بإزاحة رأسية 2 
اكتب قاعدة كل من ر »ء ق حيث د(س) - |س| 7 يه 
© الحل ما 
منحنى الدالة ر هو نفس منحنى الدالة د بإزاحة قدرها ؟ 1- 5 
وحدات فى اتجاه وصه 9" 
'ر(س) - د(س) -؟ 
'. د(رس) - |س| ':ر(س)-إ|س|-؟ 
"سنن الدالة ق هو لقنن مشاكنى الدائة داز ابدة درف اوعد ةا فى العا ومن 
'ق(س) - د(رس) +" 
'. د(س) - |س| 'ق(س)- إ|س|+؟ 
!ايل حاول أن تحل 
نين الأشكال الدالة متحيات الدوال درق سحيق كل عن وق صورة للدالةه بإزاحة رأسية: 
06 
ص 
لرلس» + ا 
و(س) > 


ثانيًا: الازاحة الأفنية لمنحنى الدالة 0ك ه١1‏ اماده درولا 


ج1911 مر مع زميل: ةسل كرة]ه< ناما 
(١‏ ارسم منحنى الدالة : درس) - |س| مستخدمًا : - ا 60 


برنامج 0 بكتابة قاعدة الدالة فى مربع 
الإدخال على النحو التالى: (:)5!هثم اضغط إدخال 
نعلي تمد اثزالة ف التافدة البانة وقاعنة 

ميمهر منحنى فى بانية و 


فك ا 
|| -()4 فى النافذة الجبرية كما فى شكل )١(‏ 


3 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


البيانى للدوال والتحويلات 0 ١‏ 3 4 


2060/3 


5 


3 


2 2 كافك بع 6 ذا 59 ير 
دعأؤمم6 > | 60 


5 
) 


م 
٠‏ 
9 


؟) اسحب منحنى الدالة أفقيًا فى الاتجاه الموجب 
لمحور السينات بعدد من الوحدات ولااحظ 
تغير قاعدة الدالة فى النافذة الجبرية 
كمافى شكل (؟7) 


إن | 0م + سم +718 لبلتلياا 
|«ا - («) © 
|3 -عا - »)ع ©» 


شكل (؟) 


*) اسحب منحنى الدالة أيضّا فى الاتجاه السالب 22110 
لمحور السينات بعدد من الوحدات كما ف 7 5-7 تمك - 0-0 


شكل (")., ماذا تلاحظ؟ جع 2002 ه 


باستخدام منحنى الدالة د حيث: درس) - |س|ء 


شكل (9) 


ر(س) -إ|س - و[ » ق(س) - إ|س +ع |. 


. 7 

5 تعلم | 

رسم المنحنى ص - د (س + 1) 

لأى دالة د ؛ يكون المنحنى» ص - د(س + أ) هو نفس منحنى ص - د(س) بإزاحة قدرها | من الوحدات فى اتجاه 

وس عددمايكون |< + وفى اتجاه وم عندما يكون | >> . 

لاحظئ فى الشكل المقابل: د(س) -|س |: 

)١‏ منحنى الدالة ر هو نفس منحنى الدالة د بإزاحة 
قدرها ؟ وحدات فى اتجاه وس 
٠.٠‏ ر(س) - |س - ؟| ونقطة بدء الشعاعين (» 
0( 

؟) منحنى الدالة ق هو نفس منحنى 
الدالة د بإزاحة قدرها ؟ وحدة فى اتجاه وس 


5 ق(س) - |س + ١‏ | » نقطة بدء الشعاعين (-5» )٠‏ 


فق مثر 
(4) استخدم منحنى الدالة د حيث د(س) - س" لتمثيل كل من الدالتين رء ع حيث: 


الله ر(س) -(س- "٠‏ (#) ع (س) - (س + ")" 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول ١‏ 


الوخدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


© الحل 
# ده أة 1* 
> منحنى ر (س) - (س - ")١‏ هو منحنى >> منحنى ع (س) - (س +؟)" هو منحنى 

د(س) - س' بإزاحة وحدتين في الاتجاه ا امه 
الموجب لمحور السينات وتكون نقطة ل ل لل 
راس المنحنى هى (0.5). ال ل 0 

آنل حاول أن تحل 

و ابعدم منحنى الدالة د حيث د(س) - س" لتمثيل كل من الدالتين رء ع حيث: 

0 ر(س) - (س +ع)' (#) ع (س) - (س-م)" 


2 اكتب قاعدة الدالة د الممثلة بيانيا بالأشكال التالية: 


تفكيرناقد: إذا كان د(س) - س' » بين كيف يمكن رسم منحنى الدالة ر حيث ر(س) - (س -©)" +57 
رسم المنحنى ص - د(س + أ) + ب 


مما سبق نستنتج أن: المنحنى ص - د(س + |) + ب هو نفس منحنى ص - د(س) بإزاحة أفقية قدرها | من الوحدات 
(فى اتجاة وس عندما 1< ٠‏ »وفى اتجاه وس عندها 21> »)٠‏ ثم إزاحة رأسية قدرها ب ميق الوبحدات 


(فى اتجاه وص عندماب > .٠‏ وفى اتجاه وص عندماب < .) 


#١‏ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


البيانى للدوال والتحويلات 00 ١‏ - 4 


أليلا حاول أن تحل 
استخدم منحنى الدالة د حيث د(س) - س" لتمثيل كل من الدالتين رء ع حيث: 
1 ر(س) - (س + )4-5 (#) ع (س) - (0-س)"-١‏ 


فق مثل 


(0) ارسم منحنى الدالة رحيث ر(س) - 
© الحل 


منحنى الدالة ر هو نفس منحنى الدالة د حيث د(س) - ح- 


١ 
١ س‎ 


+" ومن الرسم حدد مدى الدالة وابحث اطرادها: 


بإزاحة قدرها وحدة واحدة فى اتجاه وس (1--1< 0 )2 ثم 
األدة قدرها #اتوحدات فق اناد وص .وانككو ق تقطك تنا 
إذا رها " و. فى اتجا وتكون نقطة تماذ 
منحنى الدالة رهى النقطة (9201؟)ء مدى رح م -[2) 

اطراد الدالة ر: 

ر تناقصية فى ] - 2 21١‏ وتناقصيه أيضًا فى ] 2١‏ 6 [ 


نمه شه م ل م مه لام هأرم م و ماه لام م لام ار عر ممت 0٠0‏ 


١ 


تفكسناقد هل يمكن القول بأن د(س) - >-0- + ؟ تناقصية على مجالهال فسر إجابتك. 


ألا حاول أن تحل 

() استخدم منحنى الدالة د حيث د(س) -'- » لتمثيل كل من: 
1 اا ن6 : اسم 
9 ر(س) - 55 (#*) ق (س) - 0-7 


52 اكتب قاعدة الدالة الممثلة بيانًّا بالأشكال التالية : 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 07 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 
كالثا: اتسكائن متحت الدالة فى محور السينات 


تبين الأشكال التالية إنعكاس منحنيات بعض الدوال الأساسية فى محور السينات. 


ماذا تلاحظ ؟ وماذا تستنتج؟ 


65 تعلم | 


رسم المنحنى ص - - د(س) 


لأى دالة دء يكون المنحنى ص - - د(س) هو نفس منحنى ص - د(س) بانعكاس فى محور السينات 


منا 
ني إبثال استخدام التحويلات الهندسية فى رسم منحنيات الدوال 
©6 باستخدام منحنيات الدوال الاساسية ارسم منحنيات الدوال رء قء ع حيث: 


الله ر(س) --(س-7”)2 << © ق (س)-- |س+م| 
© ع (س)-؟- سلج 
©> الحل 


ثم إزاحة أفقية قدرها ؟ وحدات فى اتجاه وس وتكون نقطة رآس 
(ب؟) منحنى ق(س) هو إنعكاس لمنحنى د(س) - |س | فى محور السينات» 
ثم إزاحة أفقية قدرها ؟ وحدات فى اتجاه و سّ #وإزاحة راسة 
قدرها ؛ وحدات فى اتجاه وص » وتكون نقطة بدء الشعاعين 
هى النقطة (-؟: 6) والمنحنى مفتوح لأسفل. 
© منحنى ع (س) هو إنعكاس لمنحنى د(س) - 
فى محور السينات» ثم إزاحة أفقية قدرها ؟ وحدات 


١ 


فى اتجاه وس »وإزاحة رأسية قدرها ؟ وحدة 


فى اتجاه و صء وتكون نقطة تماثل المنحنى هى (7: ؟) 


ع كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


1 


البيانى للدوال والتحويلات 00 ١‏ 7 4 


أي حاول أن تحل 
1) ر(س) -"- (س +)" 0 ر(نن) د«ر(س 0 ” 
جا ر(س) - *- |س - | 
ثم تحقق من صحة الرسم باستخدام أحدالبرامج الرسومية أو الحاسبة البيانية. 


9 مثال تخدام التحويلات الهندسية ؤ منحنيات الدوال 
تلقل استخدام التحويلات الهندسية فى رسم يات الدوا 
(7 مستخدمًا التحويل المناسبء ارسم منحنيى الدالتين رء ق حيث ر(س) -؛ - س"» ق(س) - |ء - س"| 


©© الحل ص 
ب“ زرم) > : حين" | 
أولا: رسم منحنى الدالة ر 
منحنى الدالة ر هو نفس منحنى الدالة د: د(س) - س" بانعكاس ١‏ 
في محور السينات» ثم إزاحة رأسية مقدارها ؛ وحدات في 5 ١‏ - 
اتجاه نوص ويوضحه شكل (١‏ بأد للا ام أ 


ثانيً: رسم منحنى الدالة ق 


'' ق (س) - | -س"| 'ف (س) - إ|ر(س)| 
فيكون الإحداثى الصادى لجميع نقط منحنى الدالة ق موجبًا حيث: 
ص - |ر(س)| 


ر(س) عندما ر(س) > ٠‏ 
ٍْ -ر(س) عندما ر(س)< ٠‏ 
أى أن منحنى الدالة ق يقع فى الربعين الأول والثانى فقط وهذا يعنى 
إنعكاسًا لمنحنى الدالة ر لكل ر(س) ٠<‏ فى محور السينات 
كبا فشكل 0 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 6 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


[[يلا حاول أن تحل 


9 تبين الأشكال التالية منحنيات الدوال دء ق»ر اكتب قاعدة الدالة فى كل شكل: 
0 


رابعًا: تمدد متنحثى الدالة: 5م010 01 و مزل مومط 


6609610 ارسم منحنى الدالة د: د(س) - س" باستخد ام برنامج‎ (١ 
وفى مربع الإدخال اكتب قاعدة الدالة ر على النحو التالي:‎ 
له 660 حابدا‎ 
)١ لتظهر لك نافذة جديدة (شكل‎ 


إختر منها ‏ كاءلغاو 1و0 


") استخدم مؤشر قيم 2 لاختيار قيم أخرى لها حيث <١‏ 
ولاحظ حركة منحنى الدالة ر بالنسبة لمنحنى الدالة د 
لكل س 3 ع كما في شكل (1) وعندما ١‏ > ه 
كبافى شكل (0ماذا تلاحظ ؟ وماذا تستنتيم؟ 


09 تعلم | 


رسم المنحنى ص - أ د (س) 

لآى دالة د ؛ يكون المنحنى ص - | د(س) هو تمدد رأسى 
لمنحنى ص - د(س) إذا كان 1> ١‏ 

وإنكماش رأسى لمنحنى ص - د (س) إذا كان . < | ١<‏ 


غات سلد ركان ره اح ناكا 


نعلت لحا كرتره الحاخصط* نا 


ا 


6 


163 (5)عهاة 6اقمر0 522 


)١( إشكل‎ 


لكا عنلكها اعولم 7 


603 
ولمع 
« - 0 © 
4- عع © 
لمنلا 
9-4 


0-1-7 


رركت سما < كارت ره حون اسار "”. 
5 5 وعنلمهم6 ١غ‏ دعوم ١‏ 


0 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


تل البيانى للدوال والتحويلات ا - 4 


رسم منحنى الدالة ر: ر(س) - اد (س + ب) + ج 


- ل استخدام التحويلات الهندسية فى رسم منحنيات الدوال 
(4) استخدم منحنى الدالة د حيث د(س) - |س| لتمثيل كل من الدالتين رء ع: 

) ر(س) - ؟| س| (ب#) ع(س) -؟[|س | ١+‏ 
© الحل 

رآ 


ا 


منحنى ر(س) هو تمدد رأمبى لمنحنى الدالة د 
معاملة| -؟ > ٠‏ وعلى ذلك فإن: 

لكل (س ». ص) 3 بيان د 

يكون (ننها؟ ص) يان 


منحنى ع(س) هو نفس منحنى ر(س) بإزاحة 
أفقية قدرها /ا وحدات فى اتجاه وس ٠‏ وإزاحة رأسية قدرها ؟ وحدة فى اتجاه وص 
ألي حاول أن تحل 
١2‏ ب ستخدم ٠:‏ منحبي الدالة د : حث د(س) - س" لتمشا الدالتينزرء اع: 
0) ر(س) -- +س" ب ع(س) -"- ج(س -ه)" 
تحقق من صحة الرسم باستخدام أحد البرامج الرسومية أو الحاسبة البيانية ثم حدد مدى الدالة ع وابحث اطرادها. 
هه . 
ل 09 
ب نشاط 
تطبيق التحويلات الهندسية التى درستها فى الدوال الجبرية السابقة على دوال الجيب وجيب 
التمام؟ 


الدوال المثلثية (منحنى دالة الجيب) 075ل (انااء أنأ 111900177 

أولا: الإزاحة في اتجاه محور السينات دألا0 - )[ داه 01101|كى00ه١1‏ :دااع 

(١‏ استخدم برنامج جيوجبرا (0ءع6606) وأعد البرنامج بحيث يكون التدريج على محور السينات بالراديان» 
وذلك بأن تضغط بالفأرة (كليك يمين)» وتختار منها فى آخر سطر محور الفاصلات (السينات) * ثم تختار 

”") فى أسفل البرنامج (كتابة الآوامر) اكتب الأمر: (2) ذه ثم اضغط (12161©) فتعطى لك شكل المنحنى الأحمر» 
تستطيع التحكم فى اللون وسمك المنحنى» وذلك بالضغط على المنحنى بالفآرة (كليك شمال)» فيظهر فى أعلى 
النافذة اللون وسمك الخط وشكل الخط ٠‏ منقط. شرطىء» متصل ....). 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول ا 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


') بنفس الطريقة السابقة اكتب الأمر: ((7/3) + 2:) 5112 أى: ص - جا (س + ع( ثم اضغط (12]61©) ولون 
هذا المنحنى بلون آخر. 

4) اقارة بيخ المفحتير . ناذا تالاحفل؟ لخ عند ك كارت 2 ناه 
من الرسم نستنتج أن: 
تم إزاحة منحنى دالة الجيب أفقيًا جهة اليسار على محور ‏ -“ 1 
السينات بمقدار يساوى 7 (كما في الدوال الحقيقية), . 
ونلإحظ أن مدى الدالة الثانية هو [ - ]١ » ١‏ وهو نفس ا 
مدى الدالة جا س » كما نلاحظ أن الدالة جا (س + 2) ليست زوجية وليست فردية؛ لأنه لايوجد تماثل 
لمنحناها حول محور الصادات أو نقطة الأصل. 

فكنن 

> ماذا تتوقع أن يكون اتجاه الإزاحة السينية إذا كانت قاعدة الدالة هى: جا (س - 2). 


ممتاعمسم 
مرح () © 


(3ّ +ع) مود ممع 5 


ثانيا: الإزاحة في اتجاه محور الصادات وأعان0- لا 011 71005/011010 :560110 


(١‏ ارسم منحنى الدالة د حيث د(س) - جا س كما سبق. 


3( ارسم منحنى الدالة 5 حيث ر(س) - جا سس + ؟ اث [#-» هم ذحالنه 6 إغا< انلها 


٠. 50 5500 5 3 4#. 2-8‏ -ه 128 ا 7 ممصم 
بلون آخر وقارن بين شكل المنحنيين. ماذا تلاحظ؟ 1 1-1 


بعد إزاحته بمقدار وحدتين لأعلى. 


ْ 
8 نستنتج أن 0 
١ 0‏ ابا 
منحنى الدالة الثانية هو نفسه منحنى الدالة جا س » مخاورحغ 


ونلاحظ أن مدى الدالة الثانية هو ١[‏ 2 "] ؛ لأنه تم 
إزاحته بمقدار وحدتين في الاتجاه الموجب لمحور 
الاداك فق الناالة الأول »وان الذالة ساس بد » 
ليست زوجية وليست فردية. 

تفنسنئد 

فى كل من الأشكال الآتية: 

صف البعى يده البشية لاسن الدالة ورزالنن ترسم منحنى الدالة رء ثم اكتب قاعدة الدالة ر بدلالة د وحدد 

مداها وابحث اطرادها. 


ل اب 


3 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


سي نل ويف ينس أ - 5 


4# _تمارينا-ع 62م 


0) حدد قيم |» ب» ج التى تجعل د(س) - ر(س) حيث 
د(س) -(1+ب)س"+؟س- 5 اء ر(س) -هدس"+(1+ ج) س+<ب 


© ارسم منحنى الدالة د ء ومن الرسم حدد مداها وابحث اطرادها 


5 : 2-2 55 3 ندما <-؟ 
(أ) د(س) - ١‏ ااه ان () د(س) - ا ل 
س"” عندما س > ١‏ س" عندما س >> -5 
"١ 1‏ كينها سن 5 حك عننها عن كوه 
© د(س) - ا 9 1 (©6 د(س) - ا سِ ” 
١‏ عندما س >> ١‏ |س| عندما س >> 


اخثر الاجاية الصحيحة هخ ييخ الأجايات المعظاة: 
© منحنى ر(س) - س" +ع هو نفس منحنى د(س) - س" بإزاحة مقدارها ؛ وحدات فى اتجاه: 


جم سمه يلم له , سه باس لله 
أ) وس (ج) وس (ج) وص زذا وص 


() منحنى ر(س) - |س + ؟| هو نفس منحنى د(س) - |س| بإزاحة مقدارها ؟ وحدات في اتجاه: 


9 وس © وس ©) وص © وص 
(5) نقطة رأس منحنى الدالة د(س) - (؟ - س)" + هي: 
09 دم © دم (©) ىم © ذنم 


١ 


9 ”م -) إب) لس ل) © صع) (© ودمع) 


اتحاد مسوري الكلحراترات 


كما فى الشكل المقابل. 
اكتب قاعدة كل من الدوال الآتية: 
4 رء قع 2 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 4 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


> 242 فى الشكل المقابل: رسم منحنى الدالة د حيثش_ ر 


د(س) - س” ثم أزيح فى اتجاه محورى الإحداثيات 
اكتب قاعدة كل من الدوال الآتية: 
> رع قَْ 2 42 


32 رسم منحنى الدالة د حيث د(س) - |س| 

ثم أزيح فى اتجاه محورى الإحداثيات 

كما فى الشكل المقابل. 

اكتب قاعدة كل من الدوال الآتية: 
4 اك ق» 4 


(0 رُسم منحنى الدالة د حيث د(س) - لء ثم أزيح فى اتجاه محورى الإحداثيات . اكتب قاعدة كل دالة الني 
تمثلها المن لمنحنيات الآنية: 


-_ 
١ 


5 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


البيانى للدوال والتحويلات 00 ١‏ 7 4 


9 استخدم منحنى الدالة د حيث د(س) - س" لتمثيل ما يأتي بياني. 


(1) د,(س) -س"-ع (#) د,(س) -س" ١+‏ (ج) د,(س) - (س + ")١‏ 
الل د.(س) -(س-)' (©) د,(س) - (س-١)'-؟‏ (9) د.(س) -(س 22 )'- + 


9) استخدم منحنى الدالة د حيث د(س) - |س| لتمثيل ما يأتى بياني: 


1 د (س) - |س] ١+‏ © د.(س) - |س|-م © د (س) - [س |١+‏ 
08 دب(س) - إه- س| (©) د, (س) - [|س + | ١+‏ ال د.(س) -|س-م]|-؟ 


ل ا ا 
22 استخدم من منحنى الدالة د حيث د(س) - س". لتمثيل ما يأتي بيانيا: 


لله د.(س) -د(س)-ء (©) د,(س) - د(س) ١+‏ © د (س) -د (س-)) 
(5) د,(س) - د(س + ») (ها د,(س)-د(س-5)-1 ١‏ (و)در(س)-د(س+0)+١‏ 


> ثم حدد نقطة التماثل لمنحنى كل دالة. 
3149 كانت الدالة ضف ةرس عبنك فارسم الشكل البيانى للدالة ق وحدد نقطة التماثل لمنحنى الدالة: 
عن 


9 ق(س) -د(س + )١‏ © ق(س) -د(س-) (ج) ق(س) -د(س) ١+‏ 
2 ق(س) - د(س) -ع ها ق(س) - د(س )١+‏ -ه 6 ق(س) - د(س -؟) +5 


ارسم منحنى الدالة د في كل مما يأتى باستخدام التحويلات المناسبة ثم ابحث اطرادها 
597 س5+؟ عندما س > . 0 س5+١‏ عندما -4 2< س< 
أ د رس)- ا : © مس ]| ' 
و14 انهه امن 0 -س"-١‏ عندما  <٠.‏ س<ع 


١ 7-6 5-6‏ 
اج د(س) -س إس| ١‏ لثاد,(س) - 7--- 
د(س) 

9) ارسم منحنى الدالة دء وحدد مداها إذا كان: د(س) - ٠٠س"‏ مس +11 م 
9 الربطيمع الصناعةن صممت بوابة حديدية ارتفاع جانبيها ؟ أمتار وقوسها على 

شكل حرو هن مستي الدالة 5:د(س) -] (س ١)‏ +ع كمافى الشكل 5 

المقابل. أوجد: 

اله ثيمة! 5 أقصى ارتفاع للبوابة 

+ عرض البوابة” 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 1 


الوحدة الأولى 


: / حل معادلات ومتباينات القيمه المطلفةه ٠١‏ 


31 1115 /هلهلء 1/1 لمعته كدمتتصنروط عنلها عاررأوداك ودساوى 


سودتعم 20202020 | أولاءحلالمعادلات 

5 حل معادلات المقياس بيانيًا فكروونافشت 

دا حل معادلات المقياس جبريًا مثل بياننًا فى شكل واحد منحنيى الدالتين دء ر حيث د دالة مقياس» ر دالة خطية. 
حل متباينات المقياس بيانيًا. : 0 

حل مياينات الفياش جريًا ااي ا ا 

حياتية وحلها باستخدام (#>) إذا وجدت نقط تقاطع للمنحنيين معّاء هل تحقق الأزواج المرتبة لها قاعدة 

و 7 ©* إذا وجدت طع 7 هل روداح لمرتبة لها قاعدة 

كل من الدالتين؟ 
.+ استخدم الحاسبة البيانية في التحقق من صحة إجابتك. 


ليل المصطلحات الأساسية الات 
- دك ١‏ عند نقط التقا إن وحد”" ١‏ - وا 
كَا معادلة. 0م ناوعا ١‏ ص ل 5 بكود 0 0 لمحرسم - 
متباينة. ا أامناوء ما سل تنتمى إلى المجال المشترك للدالتين. 
حل بياني. ‏ «وناناه5 امءزطامم/© *) لأى دالتين د. ر تكون مجموعة حل المعادلة د(س) - ر(س) هى مجموعة 
الإحداثيات السينية لنقط تقاطع منحنيهما كما توضحه الأشكال التالية: 


هآلا الأدوات المستخدمة 


آلة حاسبة رسومية 


ورق رسم بيانٍ 


١‏ برامج رسومية للحاسوب. 


مجموعة الحل - [أءب1 مجموعة الحل - [1508[ 
حل المعادلة:|أس - ب| - ج 
فق مار 


(0) حل المعادلة: |س -"| -ه بيانيًا وجبر 


3 


6 


13 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


© الحل 
بوضع د(س) - |س -؟| ٠»‏ ر(س) -ه 


)١‏ نرسم منحنى الدالة د:د(س) - |س "| بإزاحة منحنى 
د(س) - |س]201 ثلاث وحدات في اتجاه وس 
”) على نفس الشكل نرسم ر(س)- ه , حيث ر دالة 
تابن يمتلها مستقيم يوازى محور السينات ويمر 
بالنقطة ,6 0 
'." المنحنيين يتقاطعان فى النقطتين ( -؟, 5)» (8, ه) 
' مجموعة حل المعادلة هى: [-؟ ١‏ 86) 
الحل الجبرى: 
من تعريف دالة المقياس: د(س) - / 


عندها س >> 3: س - 5 م أى أن: س -86 3 لقث | 

عندما س < ”3 : دس +5 ده أى أن: س - 5 5 ]-6ء [١‏ 

مجموعة حل المعادلة هى: [ - 7 » 18 وهذا يطابق الحل البيانى. 
[آيل] حاول أن تحل 


02 حل كلا من المعادلات الآثية بيانيًا وجبريا. 


بعض خواص مفياس العدد 2 عدام/ا عأرااهمد4 0116 دءز رع ممم 


© تعلم | 

)١‏ |أب! - ||| إب| فمثلا: 
|؟»-؟|ع]|دكإحعك د |"| »| -؟|ع؟»؟ د50 

") |أعب|ا< ||| +اب| 
ويحدث التساوى فقط إذا كان العددان !أ » ب لهما نفس الإشاره فمثلا: 
اكوا دكا إواعئى ٠‏ |-؛١٠|ع|-4|+|-و|عو‏ 


لاحظ: 


)١‏ إذاكان:|إس|-ا فإن: سا أو س- الكل| 5د م+ 

؟) إذا كان: || |-إب| فإن:|-ءب أو |--بسلكل|ءب 3م 

"') |س|'-|س'| -س" 5) إذا كان |س | - س فإن س3 [ 0 © [ 
©) إذا كان |س| - - س فإن س3 ]- © , ٠‏ [ 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 1 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


حل المعادلة |اس + ب| - جاس + و 


فق مثر 
(5) حل المعادلة: |؟س - "| -س +5 بيائيًا وجبريا. 
©> الحل 

بوضع د(س) - [|؟س -؟| , ر(س) - س +" 


الحل البيانى: 


م 2 3 2 2 


د: د(س) - |؟س - ]| - |؟(س -5)| 


5 ؟ 
درس) - ؟ |س - | 
منحنى د هو نفس منحنى ؟|س| بإزاحة أفقية 


قدرها وحدة فى اتجاه وس 


ر: ر(س) - س +” ويمثلها خط مستقيم ميله ١-‏ ويمر بالنقطة (0. ؟) 

0 نقط التقاطع هى (0. ؟) ‏ (45ة) 

]1 » ١[ مجموعة حل المعادلة هى:‎ .'٠. 
الحلالجبرى: 0 وس 8 عندما ل جح‎ 


مح جه جد [جدا 


[]"س - ؟|- 
0 ++ عندما 
سس س حم 
5 0 ... م 
عندما س©>>72 تكون ؟“س-*-س +9 ومنهاس-356 [2. ©[ 
1 7 بعس 4 5 
غ عندها 7 تكون - كس + #5 - اس +351 ومنها س - ٠‏ 3 ]-©, ع[ 
'مجموعة حل المعادلة هى: [ ٠‏ 1 1 
أل حاول أن تحل 
2 حل كلا من المعادلات الآتية بيانيًا وجبريًا. 
6 ]|'كس +4|-١-س‏ إب) |]"س + 0|- س-ع ١ج‏ إس - ؟| -؟- س 


حل المعادلة: |أس + با - اج اس + وا 


فق مثر 


(*) حل المعادلة |س - "1 - |اس + |١‏ بيانيًا. 


ع5 كاب الرياضيات البحثة - علمى - الصف القانئ الثانوئ 


# طن د شو سف لا - 2 


© الحل 
3 للد 
بوضع د(س) - |س -18 ء ر(س) - |7 س |١+‏ حكن 
1 
منحنى د: هو نفس منحنى إس | بإزاحة قدرها " وحدات 5 
فى اتجاه وس 
: 1 
ر:ر(س) -؟ |س + | 9 ١‏ 
منحنى ر هو نفس منحنى ١|س‏ | بإزاحة أفقية قدرها + ْ . ٍ 
وحدة فى اتجاه وس ٠‏ ويكون نقط تقاطع : منحنيا سس 7/0 1 س- 
الدالتيندءر هى: (-2202(2)07:4 ) هك 7 الك ننه للك نك ند 1 
مجموعة حل المعادلة هى [-؛ » ) 
ألي حاول أن تحل 
© حل كلا من المعادلات الآنية ببائيًا. 
1) |س +8 - |لاس +"| (#) | س - +1١‏ | س - | - صفر 
9 مثال 
(4) أوجد جبريًا مجموعة الحل لكل من المعادلات الآتية: 
60 أس +7 | - |س - ه| ا س' + اس + -1- كس 
© الحل 
احسسه | سشاياةا عب 
ف س +/ا- س ده ف /ا-د-ه (غير ممكن). 
أو س +/1-- س +ده أف أن: ؟س -- ؟ لذاكاق أ ى 3 2 
امن كد أى أن مجموعة حل المعادلة هى [ )١1-‏ وكان ||| - اب| 
اله 20 1ك 86 
بالتعويض عن س - ١‏ فى طرفى المعادلة نجد أن: 
الطرف الأيمن - الطرف الأبسر -5 أى أن مجموعة الحل هى [ - )١‏ 
ين 
حل المعادلة السابقة بتربيع طرفيهاء ثم تحقق من صحة الحل. 
200119 
2 0 وأسن "لاسن 26ة -91- اس 
رساود انن أ أ ."إسن ا عقسيص لأي عدد حقيقي | يكون: 
أولا: عندما س >> ؟ فإن: س-4-5- كس / |" || 
.اس - ١١‏ أى أن" س -56 [5؟2 ©[ 
ثانيا: عندما س < ١‏ فإن: س -5 -- 9+ اس 
.اس 5-2 أ أن: س -5 2 ]- 26 "1 .'. مجموعة الحل هى [115] 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 5:0 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


فك 
)١‏ هل يمكنك استخدام طرق جبرية أخرى لإيجاد حل للمعادلة ؟ وضح ذلك. 
ليل حاول أن تحل 
(5) أوجد جبريًا مجموعة الحل لكل من المعادلات الآتية: 
ا |س ٠ © .-|س-؟|؟-|١ ١‏ س'-غس+ء -غ 


تطبيقات حياتية على حل المعادلات 


ف يل تخطيط المدن 

(0) قطعة أرض محصورة بين منحنيى الدالتين دء مس حيث: 
دزسن) حك [إس ]انلا ء..س(س )دما السب ها ححيا بالوخدات المريعة وإذا كان طول الوسهدة ة أمثان 
إحسب مساحة الأرض بالأمتار المربعة. 

© الحل 
بتمثيل منحيى الدالتين د ء سس بيانيا نجد انهما يتقاطعان فى 
النغط |[ عاءي )مو تكون قطلمة الأرض على شكل 
المثلث | ب ج القائم الزاوية ج حيث 


أب -8-(-5)-١٠وحدات‏ 


جود #دك »)ده ويحدانك 


0٠١ 1 ِ‏ -0؟ وحلة مربعة 


مراع قطن الأرض 0-5 لاد ماد عنقا 


أآي حاول أن تحل 
[5) أوحد اوداك الفريعة الماعة السصورة من عفدي الدالتيو دص سيييك: 
د(س) - |س-؟|-١1‏ » مسر(س)-ه-|س-؟١|‏ 
ثانيا: حل المتباينات 15 أأوناوءم| عط ودأ/اأه0ك 
سبق أن درست المتباينات» وعلمت أن المتباينة هى عبارة رياضية تحتوي أحد الرموز: زى )ىن 2ج 6 
والمقصود بحل المتباينة هو إيجاد القيمة أو مجموعة القيم للمتغير النى تجعل المتباينة صحيحة. 


0 0 


ع 
3 


حل المتباينات بياذ 


يبين الشكل المقابل منحنى كل من الدالتين د ر حيث: 
ص, - د(س) » ص, - ر(س) وتكون مجموعة حل المعادلة 
د(س) -ر(س) هى [أ.ب) 


د(س) -- ر(س) د(س) 0 ر(س) 0 - ر(س) 


1 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


أده 


معادلات ومتباينات القيمة المطلقة 


أى أن: ص, - ص, عندما س -| أو س - ب 
ويلاحظ: ص, < ص, أى د(س) < ر(س) عندما س3 ] أب[ 
ص, > ص, أى د(س) > ر(س) عندما س3 ] -66, |[ لا] ب» *[ 


ليل حاول أن تحل 
3 انمد مجدوعة حل كل فق المقابدات الدالية مستعيثا بالأشكال البيانبة فى عقال (/0): 

9 إس + ؟| < ١‏ © لاس +1 دع © إ[س-؟[ هم 
حل المتباينات جبريًا 


. 
© تعلم | 
اولكريه كانن] سن ٠‏ | #دغن اع سن ١‏ ا 6 ةا 
5 : 2 


ثانيًا: إذا كاذ 
يا: إذا كان | س | ٍ كل من امف نحت 
9 مثال اذا كان || حي ب حاج 
: 5 95 ا 
(0) أوجد على صورة فترة مجموعة حل كل من المتباينات الآتية: 0 
1 ااكن اح ب نان 
4 
0 أس-"| < ع (ب) ,أس'- اس ١+‏ > ع نام صن بن كان 
١‏ 
22 |اس -12 >> ؟" أبع ض ف جد صقل عع > 
٠‏ |إس-|<ء أى -غ<س-*<ء وبإضافة إلى المشا ا ا 0000 
ري مك 
6.-58+4< س-"#+8< +" اىئان: <١-‏ س <<“ أ< ب إن ١‏ 0 


. مجموعة الحل -] »١٠-‏ 0[ 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول /2 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


(ب) ٠.0‏ (س-0)" - إس |١-‏ 
.اس - ١‏ >*ع أى س >> ه 2 
س 3د ع -]-5, هو[ 


أى أن: |س - |١‏ >> ع6 
من 1 4 القن من 2< » 


[5 مجموعة حل المتباينة هى ] - © . - ؟] لا [ه»‎ .٠. 


ه .. ١‏ عن ١ 5 1 ١‏ م 
د ا حا وبأخذ المعكوس الضربى للطرفين © .|اس-؟| 7ج . س عوج 
١ 50‏ زاؤة ااءه ١ ١ ٠.‏ 
- ا ااس - 28 7 وبإضافة ” إلى المتباينة ل الى 
: ّ ام ه لاع بم 
. مجموعة حل المتباينة هى 1 2 
لي حاول أن تحل 
29 أوجد على صورة فترة مجموعة حل كل من المتباينات الآية: 
-7 ير 5 7 ١‏ 
9 إس - | < ١١‏ © نس + م دم © ,أس'-:دس+؟ه >م © ل»>ه 


وت نات كنع غلن مرورة مشابنة القينة النظلفقة كن هما بأقى: 


+ سح‎ <٠. 9 


ج) سخ -؟ أو س >> ؟ © ع دزلدواى] 


5 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


د شو سف لا - 2 


0# اينم 8980 
أوجد جبريًا مجموعة الحل لكل من المعادلات الآتية : 
0 |س-؟|-م 0 |؟-؟س | م 0)| س ١+‏ | - #س - ٠١‏ 
() | س+؟|+س-؟-. () س+ | س | -؟ 9 [س-؟ ]ءاس -غ 
0 |س- ١|-س-"‏ 0 |"س - 1|- إ|س - "| 69 مط س'-1س+5ة +اس -ه 
أوجد بيانيًا مجموعة الحل لكل من المعادلات الآتية : 
9 | س-؟ |" 9 إ|س+؟|+س-؟-١‏ 2 69 |س-؟|-؟اس-ع 
69 | كس -؛|-|[س+١|‏ 9 | س |+س -. 9 | س+؟ |- | س - "| 
أوجد مجموعة الحل لكل من المتباينات الآتية بيانيًا : 
(155] سس | حدم 95 اس -# حدم 03 لدس) | ضام 
(9) | ؟٠س‏ -" | ٠>‏ | س +م | ١| 9 ١>‏ س-ه | >" 
أوجد مجموعة الحل لكل من المتباينات الآتية جبريًا : 


]سن | عه ال ل 69 ابن كم 


69 | ابن .+ | دوجاء 59م ساكس 4ع © كس" - ١٠س‏ +1 حو 
١ ١‏ 
“اس - "| + |5-عس] < ١١‏ اش ك> 0# ساي >> ؟ 
'س - ؟| + |>-عس| © جم > م 


لمزيد من التمارين قم بزيارة موقع وزارة التربية والتعليم. 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 5 


مقدمة الوحدة 


أدخل مفهوم اللوغاريتمات إلى الرياضيات فى أوائل القرن السابع عشرء على يد العالم جون نابير» كوسيلة لتبسيط الحسابات؛ ليعتمد عليها 
بعد ذلك الملاحون والعلماء والمهندسون وغيرهم لإنجاز حساباتهم بسهولة أكبر » مستخدمين المسطرة الحاسبة» والجداول اللوغاريتمية, 
كما استفادوا من خواص اللوغاريتمات باستبدال عمليات الضرب لإيجاد لوغاريتم حاصل ضرب عددين بخاصية الجمع وفق الخاصية 

(لوم رس ص) - لور س + لوبص)»؛ ويرجع الفضل للعالم ليونهارت أويلر فى القرن الثامن عشرء بربط مفهوم اللوغاريتم بمفهوم الدالة الأسية 
ليتوسع مفهوم اللوغاريتمات ويرتبط بالدوال. 

ويستفاد من المقياس اللوغاريتمى فى مجالات واسعة» فعلى سبيل المثال الديسيبل هو وحدة لوغاريتمية لقياس شدة الصوت» 

ونسبة القولت» كما يستخدم الأس الهيدروجينى (وهو مقياس لوغاريتمى) فى الكيمياء لتحديد حمضية محلولٍ ما. 


مخرجات تعلم الوحدة 
فى نهاية هذه الوحدة من المتوقع أن يكون الطالب قادرًا على أن: 


اناه لسن كد 1152 4 لو (س ص) - لو س + لوص حيث س> .٠‏ ص > ٠‏ 
يتعرف التمثيل البياني للدالة الأسية ويستنتج خواصها. 1 لو (22) - لو س - لوص » 2020-7 
ل الكدرك 7 لو مل" - اده لوس : س> ٠‏ أدع*-11]» ددح 
1 ع ك2 
© يحل معادلات أسية على الصورة | " -ب. ' 
3 2 ر و 1 1 : 50 ١1‏ 
١‏ 0 | 3 ا ددر رين سس 0-8 
يحل تطبيقات باستخدام معادلات على الصورة |" - ب. 0 
5 4 لو اس - ات 5207 
اف اناك للا يت ل 0 او دس الو اين 0 : 
١ + 4+‏ +4 
دا دم ل كم ا 0 أءبدع*-11) 
يحول جبريا من الصورة الأسية إلى الصورة اللوغاريتمية والعكس. 0 كا 011721 
ال الاك> :رط( دري 0000 ا 
© يتعرف التمثيل البياني للدالة العكسية كصورة للدالة بانعكاس على الخط 4 ات ار 
المستقيم ص - س ومثال ذلك التمثيل البياني للدالة اللوغاريتمية في : 0 
فترات محدودة كدالة عكسية للدالة الأسية ويستنتج خواصها. 14 يحل مسائل تشتمل تطبيق قوانين اللوغاريتمات. 
يستتج العلاقة بين الدالة الآسية والدالة اللوغازريتمية بيائيًا. 4 يوجد قيمة اللوغاريتم باستخدام الآلة الحاسبة . 
5 يتعرف قوانين اللوغاريتمات: يستخدم الآلة الحاسبة فى حل بعض المعادلات الأسية باستخدام 


09 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


ٍ المصطلحات الأساسية 


2 أس 50006 2 2 نمو أسسى طامده 61 اءثأمومموي8 2 2 تماثل 30000 
5 قوة #سمصمط 2 تضاؤل أسسى لاهءهء0 امنامءوموممط 2 2 فائدة مركبة 176165 0 7نا0 م تزه 
ّ أساس 86 2 زوجى معام 23 دالةعكسية رونا جربا كع نات 
2 :جدونز كام15601 2 فردي 00 2 لوغارن يتم دططازردوهما 
3 أسن, كسرية 0765م اومهة286 2 قوانين الأسين 65 10/1 2 صورة أسية رمعا أوتامء مط 
> الجذر التربيعى +806 عروروك 2 الدالة الأسية نوبط اونامءموم» 2 2 صورةلوغاريتمية رمعا ءأصمطاترهوه ا 
2 الجذر التكعيبي 066800 2 معادلة أسنة 0 سوط او#مءمهم» 2 لوغارن يتم معتاد 20111 
2 الجذرالنونى +مه8 7م 2 الدالة المتزايدة «منءوصبط ود«زومع 215 2 دالة لوغاريتمية موت مط ءأصصط هموما 
2 جدن حقيقي +هه8/و86 2 الدالة المتناقصة «مةءصدط و«زدمء 210260 2 معادلة لوغاريتمية دول ونوا ءأصسطاتتهوه ا 


دروس الوحدة 


الأدوات والوسائل 


ورق رسم بيانى - آلة حاسبة علمية - حاسب آلى - 


برامج رسومية. 


الدالة اللوغاريتمية 


خواص اللوغاريتمات 


كاك الاطلالاته اللاتعغل اللرنافي التكال 0١‏ 


121101141 101611 


أ سوف تتعلم 


4 تعميم قوانين الأسس. 
4 الجذر النونى. 
4 قوانين الأسس الكسرية. 


يل المصطلحات الأساسية 


4 القوة النونية إعلراوم الأمر مجر[ 


41 الأساس 8056 
41 الأس غم هط 
4 جذر نونى غ800 قاور 


41 أس كسرى ‏ 200760716 أوهله8 


هآ ا الأدوات المستخدمة 


4 آلة حاسبة علمية. 


4 برامج رسومية. 


ذه 


سبق أن درست الجذور التربيعية لعدد حقيقي غير سالب وتعرفت على بعض خواص 
الجذور التربيعية والجذور التكعيبية » ودرست الأسس الصحيحة وتعرفت على بعض 
خواصها وسوف نتعرف فى هذا الدرس على الأسس الكسرية. 


الجذر النونى: 
علمف أن: 
العادلة س" - 1 لها جذران حقيقيان فقط هما !5 -5 أو ٠/-‏ 5 - 


لاحظ أن ع 'دى (-م)' -و 

كذلك المعادلة سن حل اها سار مسق سيد 

هو 5 -؟ (باقي جذور المعادلة أعداد مركبة غير حقيقية) 

ل |؟) _مدد_ج 

وعلى وجه العموم: 

المعادلة س'*-1 حيث (3 م. برهدصض” لها 

ده من الجذورء ونناقش فيما يلى عدة حالات: 

5 إذا كان ن عددًا وا ا ٠‏ 
فإن المعادلة س”* -] لها جذران حقيقيان أحدهما موجب والآخر سالب وباقى 
الجذور أعداد مركبة غير حقيقية ويرمز للجذرين الحقيقيين بالرمزين 1 » - 
6 1» ويسمى الجذر النونى الذي له نفس إشارة | بالجذر النونى الأساسى للعدد أ. 
مثل: المعادلة س* - 17 لها جذران حقيقيان هما 151 - ؟, - ]551 --؟ 

«(وباقى الجذور أعداد مركبة غير حقيقية). 

لاحظ أن (2)5 دكن (-)2 00" 


لأى عدد حقيقى يكون 
| || 


) إذا كان ن عددًا زوجيًاء | < ٠‏ 
فإن المعادلة سس له ]| ليس لها جذور حقيقية (جذورها أعداد مركبة غير حقيقية). 
مثل: المعادلة س عبةارس بساور حقيقية (تجدورها عدا مر كة غير قرف 


ذا كان ١‏ عددًا فرديًا 31م نا 
فإن المعادلة سل - 1 لها جذر حقيقي وحيد هو 5 ١17‏ (باقى 
الجذور أعداد مر كبة غير شي حقيقية) 


كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


١00 ا‎ 2-2-2-١ 


مثل: المعادلة س* --75 2 لها جذر حقيقى وحيد هوما-75--7 (لاحظ أن (-9) --95") 


1 - صنب [ ع 


ذإن ايعاد لة مر سطرطن ليا لحل قات وغيد هو بورع (اللمماذلة لها دمن التعلاوو اكور وكل نيا 
يساوى صفر عندما له > .)١‏ 


ليل حاول أن تحل 
0) أوجد فى م مجموعة حل كل من المعادلات الآتية: 
للها س؛ دام © س'- ١‏ © س؛ -- ١١‏ الله س'--غ+ 


تفكير ناق: وضح بمثال عددى الفرق بين الجذر السادس للعدد | ويين 7707 

كيم تعلم | 

الأسس الكسرية 00115 مير أودره 801 

تعلمت أن الجذر التربيعى للعدد الحقيقى غير السالب | هو العدد الذى مربعه يساوى | وبفرض !أ تمثل الجذر 
3 إن 

1" دا ادا ومنها 7م-١‏ 5 م 


آى أ "١‏ هن الجدو الترييس الأسان للعدد 1 أل أن ب د ؟ 
بالمثل | هى الجذر التكعيبى الأساسى للعددا أىأن 71 -|+1 وعمومًا ‏ 5*0-17# 
ل )١‏ لأى عدد حقيقى | >.. له 3 ص - )١[‏ يكون 0 
هذه العلاقة صحيحة أيضًا عندما أ < ,١‏ له عدد صحيح فردى أكبر من ١‏ 
1 3 نه 
1 -(8 18-01 حيث 31 عءمء ده عددان صحيحان ليس بينهما عامل مشترك, 
|٠١ 4 5‏ دعم 
تعميم قوانين الأسس 
قوانين الأسس الكسرية تخضع لنفس قوانين الأسس الصحيحة 
في مثل 


(0) أوجد قيمة كل مما يأتى (إن أمكن) 


دم © -(بم؟ رج) ئمة 
(© دى؟ © 51 لوا لام 
كاب الظالببالفقضل الدزانى الأول 8 


0١)‏ سس ب ببسب يبيب سس يسيس --ككهككر 


© الحل 


اك قدكر © با 771 دم 

زج) (--725 --م زه) 5-٠-3‏ م8 الاح ظأن 5-٠‏ -؟ت] 

© 57 -(5؟ عله © 50 سس - سلب" - 00 حي 
ألا حاول أن تحل 
( أوجد قيمة كل مما يأتى (إن امكن): 

6 (ه؟ ابا إدلممة اجا زم (6 مم1 
252 


الندة 71 شعرف فى ده ع عا العدد ززا 2) غير معرفيقن م 
خواص الجذور النونية كأ800 الأم إن وونارعجرهط 


(١‏ ؟إب 6-2( <اماب 


؟) ملل د كك ءب. حيشكلمن 710.718 3ع 


5 250 
(") أوجد فى أبسط صورة كل من: 
ع تاحاب © تأداس_'ص* 
©> الحل 
كلا لوس لتم 
© دسا ص5 - 731 «ا6اس#<6اصرة -؟ |س| ص' 


7 - !||| إذا كان به زوجى 


717 >8 كاان به فردى 


ليل حاول أن تحل 
2 أوجد فى أبسط صورة كل من: 

١ 02‏ حا (ب) | (س + ؟ص)" 
ف مثر 


(*) أوجد فى أبسط صورة كل من 


١ "1 2‏ اب 00 
١ ١ 9‏ 
70 30 
ج60 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


١00 ا‎ 2-2-2-2 


عل 21 ا _مٍ 


© الحل 
١ 8 0 ِ‏ 5 ِ؟ 1 رباع 58 9 
لله المقدار ع( عدم؟) 7 عد (مير؟؟)7 عد ”)7 2م يرم بر بر بوم هر 
+ -؟+م ١‏ 1 
5 1 2 8 1 -50 غ8 -5 ع 1د" 
ل ا 
© المقدار - 5 1 3 3 1 
6 »)5 ل نا 
ا ا 
50 5 كيويه "ومخيرن ١‏ 
لت حاول أن تحل 
© (سوع نم ) لاس - 11 مر لاع ) كنس ١+‏ ع ع7 ع1 0 


(195) سباع 
حل المعادلات الآسية في ع 


ذه مثل 


(4) أوجد في .م مجموعة حل كل من المعادلات الآتية: 


الله س؟” -ى؟١‏ 


ك0 


(©) (#س + م ام 


7 


ما رو 


2550 


إذا كان أ > صفر 
© ( لس +م)* دام 0 
ل 
١5م‏ سج ع ع 6 فاث 3 
زد سس -1؟ سس 0 إن مه 
حيث م عدد فردى 
إذا كان 
1 
ا قَ 
0 
سن- 5 00" 
6 فورخ داء] حيث م عدد زوجى 
م ن ليس بينهما عامل مشترك 


((؟س +2) 6)" - (6)” برفع الطرفين للقوة ؟ 


( اس سم عم 
٠س‏ +م -2 ( ")1 


إما كس +5 -/0؟ 
اولس +محدة 
عرع ه18 


"اس +8 دل م5" 
"اس -58 ...6 س - ؟١‏ 
"اس --١٠؟‏ 0 س ١6--‏ 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 
١)‏ سس سب ببسب ببسيس يسيس كك 


00 


© س+ اس + مم-. (0 اسة - ١لاسر؟‏ -30 د: 
(س8-5) (س”؟ -) ٠-‏ س” - اماس - 68 - ٠‏ 
إماس5 -5-. أو س5 -؛ - ٠‏ (س55-5) (س5+١)-.‏ 
067 006 إفاس تعمد 5000 
س - 2 5000 س سل (5)00 سس 50 س5 ١--‏ مرفوض 
س ل بام س -+م سن ”)+ 
ماح د [لاق لاك ل -م] سن ذ 2+ 
م.ح 1412 
آنل حاول أن تحل 
© أوجد في ح مجموعة حل كل من المعادلات الآتية: 
اللنه س؛- ىم (© (س + ؟- ممع © لاسة-؟ لاسا 


الل در 
() متى تكون العلاقة باب - :271 ثاب صحيحة لجميع قيم | ب الحقيقية. 
(5) أكمل ما يأتى: 


2 نى” فى أمظ ضوزة الساو كس © 23 فى أبسط صورة تساوى ا 
رج اه فى أبسط صورة تساوى .............. 2 (53) ]|65 فى أبسط صورة تساوى 0ظ2 


(©) (0'-0')* فى أبسط صورة تساوى 


42 اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 


1) إذا كان مس - ؟ فإن 76 ” تساوى سس زعا 378 4غ ؟) 
ب (0" +720 تساوى 2521211011 يد م 
© إذا كان س غ36 فإن س تساوى ا 24 
هكم - 5 5 3 3 0 0-7 2-6 
.5 أي مما يأتي لا يساوي (0اس") ((اس)*ء عاس” .س5 » (س#*)*) 
اه إذا كان ؛ س” -8؟١‏ فإن س تساوى 0 1 50010ظ25 (غع د ا -5) 
9 ل ال رم مسي 'الاصفر)+ 4ن نارمع 
69 د فعا * إن لطيو ا ا ري كا عن 
ذ إذاكا فا تساوى 
0 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثانى الثانوى 


١00 ا‎ 2-2-2-2 


مم0 


1 دود م دانم دام د1 


اب إذا كان س* -١81م‏ فإن س حغ ١م‏ سس - ؟ 


الربطبالهندسية: إذا كان طول نصف قطر كرة نىء يعطى بدلالة الحجم ع من العلاقة بى - (20)” . أوجد 
الزيادة في طول نصف القطر عندما يتغير الحجم من + 25 إلى 7707 وحدة مكعبة. 


أوجد مجموعة حل كل هن المعادلات الآتية: 


© س؟ء د (7) س* - ١م‏ 

© 7س - بم (5) (س' - دس +4)* - 48م 
© سء - س5 + 4 -صفر س+ه١-6/,اس‏ 

لل +'س5-7؟7س -6ه - صفر ح) (؟س *)١-‏ - (س +م)* 


9 كانس ع#اص؟ د لاناقما قمة س ناض 


© تفكيدايداعمئ اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 


1608 كان سن ع صقن خا زعرابن" داس عراس نين >1 نبلا مهن سروعس وهو عي 
١‏ ل 5 ع 5 
اب إذا كان |- ما م فأى الأعداد الآتية عدد نسبى م تيت ايم 


2927 نشاط 


استخدم الآلة الحاسبة في تبسيط إجراء العمليات الآتية (مقريًا الناتج إلى رقمين عشريين) 


+ © 
2 


إب) 0 )2 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول /اى 
١)‏ سس سب ببسب يبيب سس يسيس --كهككر 


"5 


3 سوف تتعلم 
4 الدالة الأسية. 
4 تمثيل الدوال الأسية بيانيًا. 
4 خواص الدالة الأسية. 


ل المصطلحات الأساسية 
4 دالة أسية. «منءمبط اهتمع ةممميظ 


4 نمو ف ه61 أوذاوعء معط 


4 تضاؤل أسنى . لروءء0 امنادء مومظط 


ل" الأدوات المستخدمة 


4 آلة حاسبة علمية. 


4 برامج رسومية. 


20000 


للنالة اللجبيفة يكوق االمضير 
المستقل (س) هو الأساس أما 
الأس فهو عدد حقيقى. 

الذالة الاسة كر الممر 
المستقل (س) اهو الأس أما 
لاسلس فهو عدد حقيقى 
موجب لايساوى الواحد. ‏ - 


014 


نومك 11 مده «رمطلء درط امتشدء دمصت 


تتكاثر خلايا البكتريا بطريقة الانقسام المباشر إلى خليتين فى كل مرة خلال فترة 
زمنية محدودة ثم تنقسم الخليتين إلى أربع خلاياء ثم تنقسم الأربع إلى ثمان» ويستمر 
انقسام الخلايا بنفس الطريقة خلال نفس الفترات الزمنية وفى نفس الظروف. 


يبين الجدول التالى زمن الانقسام لخلية البكتريا بالساعة وعدد الخلايا الناتجة. 


أكمل الحدول السارق: 

؟) عبّر عن عدد خلايا كل انقسام بالصورة الأسية للأساس ؟. 

( ماذا تتوقع أن تكون عدد الخلايا بعد مرور 8 ساعات. 

( عبّر بالصورة الآسية عن عدد خلايا البكتريا بالانقسام بعد مرور س ساعة. 
ام تعلم | 

الدالة الأسية ممنءمبط اوأأمءممميع 


0 إذا كان| عددًا حقيقيًا موجبًا “د ١‏ فإن الدالة: 
ار ارم 

تسمى دالة اسية اساسها أ 

مثال: 

د(س) - 25 دالة أسية أساسها (؟) وأسها (س). 

د(س) - ه ح' دالة أسية أساسها (5) وأسها (س+1). 

د(س) - (2)"”ت دالة أسية أساسها (2) وأسها (؟س) 


كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


0 333----------2------5- 


للنل حاول أن تحل 
02) بين أى الدوال الآتية دالة أسية. 


00 د(س) -س" © د(س) - (0)س 
© د(س) دي © د(س) دس" ١١‏ 
.ها د(س) -(2)5 3 د(س) - (-0)س 
التمثيل البياني للدالة الأسية موناءصبط أوتامء مهمع 01 ممنامامعوع رمع له أامه 6 


مثل بيانيًا كل من الدالتين د(س) -7” 2 عس(س) - (2)س 
وذلك على فترة اختيارية س 3 [دى "!)| 


١ 


/ 2 0 
1 
4 1 3 
2 
١ 
١ 0 ١ 
١ ١ قر‎ 
1١ 
ِ 3 ١ 
2 
١ " 5 درس) - اكد‎ 
"1 


خواص الدالة الأسية د(س) -ا”"حيث | > ٠‏ . اع ١‏ 
)١‏ مجال الدالة الأسية د(س) -1” هو ع ومداها ]6.0 [ 
؟) إذا كان | > ١‏ فإن الدالة تزايدية على مجالها وتسمى دالة نمو أسى معامله أ 
أما إذا كان ٠ > | > ١‏ فإن الدالة تناقصية على مجالها وتسمى دالة تضاؤل أسى معامله أ. 
( منحنى الدالة د(س) -1” يمر دائمًا بالتقطة )١٠١(‏ لجميع قيم | > ١ 2|٠٠١‏ 
( د(س) -1” هى دالة احادية (عم0 - مغ - عم©) 
4) منحنى الدالة د(س) - 1" هو صورة منحنى الدالة د(س) - (-)ت بالانعكاس على محور الصادات 
5 |“#حو بووورياين حت ووايوييق | ١6‏ 


8*1 له ٠‏ عندما س لح © حيث١‏ > > . 


أليل حاول أن تحل 

> الشكل المقابل يمثل الدالة د المعرفة على ع » حيث د(س) - (5)”. ارسم على 
نفس الشكل منحنى الدالة ر المعرفة على م » حيث س(س) - (2) سم ثم أوجد 
مجال ومدى كل من الدالتين» ثم بِيّن أى منهما تزايدية أو تناقصية مع ذكر السبب. 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 64 


تفكيرناقح: إذا كانت د(س) -ا” حيث ١ < | <١‏ رتب كل مما يأتى ترتينًا تصاعديًا د(8) » د(-؟) » د(ما 6 )» 
دزء). 


ف مثر 


2 


(0 اذا كانت د (س) -5” فأكمل ما يأتى: 
الله د(؟) دسب © د(س+ 6 - .....*د (س) © د (س)* د (-س)- 000 
© الحل 
60 د()-*'-و (© د ؤس + مم سنت" مث يرس د وى (س) 
9# د(سن) عه دس | ع عبرم “تاي اانا بارا 
أل حاول أن تحل 
() في كل من التمارين الآتية اكتب قاعدة الدالة تحت الرسم البياني المناسب حيث: 
© ص دمت © سدم ت © صض د عات الو سدم "تب 


الققاص ٠ +١-‏ © داة ع دم ١س‏ 


شكل (ه) 
إثرائى 
تطبيقات تؤول إلى معادلات على الصورة |” - ب 
النمو والتضاؤل : /زهء06 0ه طا/لاه61 
يوجد العديد من الظواهر في الحياة اليومية يمكن أن تنمذج كدوال تصف هذه الظواهر من حيث النمو 
والتضاؤل أو (الأضمحلال) مع مرور الوقت» ومن أمثلة هذه الظواهر دراسة السكان والبكتريا والفيروسات» 
والمواد المشعة والكهرباء ودرجات الحرارة. وفى مجال الجبر هناك دالتان يمكن استخدامهما بسهولة للتعبير 


عن مفهوم النمو ومفهوم التضاؤل (الاضمخلال) هما دالة النمو الأسى ودالة التضاؤل الأسى. 

أو لا: الثمو الأسى ١‏ طالداماو اونامءمدمميط 

يمكن استخدام الدالة د. حيث د(له) - | ١(‏ + س)” لتمثيل النمو الأسى بنسبة مئوية ثابتة فى فترات زمنية 
متساويةء حيث ده هى الفترة الزمنية» | القيمة الابتدائية» س النسبة المئوية للنمو فى الفترة الزمنية الواحدة. 
(ناقش معلمك لاستنتاج العلاقة السابقة). 


3 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


الربح المركبئ عند حساب ج جملة مبلغ | مستثمر في أحد البنوك التي تعطي ربح سنوي مركب م (نسبة مئوية) 
لعدد له من السنوات بفترات تقسيم العائد السنوي إلى س فإن جملة المبلغ تعطى بالعلاقة : 


عدا 2 


مثال 
أودع رجل مبلغ ٠‏ جنيه في أحد البنوك التي تعطي فائدة سنوية مركبة قدرها 8 #, أوجد جملة المبلغ بعد 
مرور عشرة أعوام في كل من الحالات الآنية: 
7 العائد السنوي ب العائد الربع سنوي (©) العائد الشهري 
د 
0 اماد السنوي . 00 ؛ 000 -717, ٠١1/44‏ جنيه 
رب العائد ربع سنوي 0 : م قنين) 0١‏ 
( ج) العائد الشهري 0 ى - ...و ١(‏ ب 1١١8,5- ١)‏ جنيه . 


لآل حاول أن تحل 

0 يتكاثر النحل فى أحد الخلاياء فيزداد بمعدل 5؟: كل أسبوع, فإذا كان عدد النحل فى البداية 70 نحلة. 
اكتب دالة أسية تمثل عدد النحل بعد له أسبوع, ثم قدر عدد النحل بعد 5 أسابيع. 

ثانيًا: التضاؤل الأسى: /زمء06 أونأمء مهمع 

يمكن استخدام الدالة د حيث د(نه) - | ١(‏ - س)ل لتمثيل التضاؤل الأسى بنسبة مئوية ثابتة فى فترات زمنية 

متساوية» حيث ده هى الفترة الزمنية» | القيمة الابتدائية» س النسبة المئوية للتضاؤل فى الفترة الزمنية الواحدة. 


92 مال 
(5) الربطبالتجارة: اشترى كريم سيارة جديدة بمبلغ 0 جنيه» فإذا كان سعر السيارة يتناقص بمعدل 
كل سنة. 
أولاك كني «الذ آللنية فيفل هو الأنبازة عذال نك من شرائيا 
ثانيًا: احسب لأقرب جنيه سعر السيارة بعد مرور 7 سنوات من شرائها. 
© الحل 
|-....1 .ع ص دك - ٠0,15‏ الفترة الزمنية ده - 7 سنوات 
أولا: دالة التضاؤل الأسى هى: لاسي )* وبالتعويض عن قيم أ س فإن: 
د(له) -....15-1(15,.)ن أى أن: د(به) - 15١٠٠٠١‏ (مم, .)نه 
ثايًا: بالتعويض عن ن - * فى دالة النمو الأسى: 
د(ه) - ١5١...‏ (للرء) داع ١و‏ ,ل الامه 
سعر السيارة المتوقع بعد مرور 7 سنوات يقدر بمبلغ 001778 جنيهًا 
أل حاول أن تحل 
5 للسطسالطيئ يتناول أحد المرضى ٠‏ مليجرامًا من عقار طبىء ويمكن لجسم المريض أن يتخلص من /٠١‏ 
من هذا العقار تقريبًا فى الساعة. 
و0 أ. اكتب معادلة أسية تمثل كمية العقار المتبقية فى جسم هذا المريض بعد تناول العقار. 
[ب؟) قدر كمية العقار المتبقية فى جسم المريض بعد 4 ساعات من تناول العقار. 


1١١50 ,5-‏ جنيه 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول > 


#8 تمارين)-)‎  ## 


2 أكمل ما يأتى: 


تكون الدالة د حيث د(س) - أت دالة أسية إذا كانت أ 


7 


1 و 


09 9 6 


الدالة الاسية 5 حيث ىس (س) م 0 أسناسها هو 


الدالة ى, حيث ى.(س) - (2ل)" ليست دالة أسية لأن 2000 
إحداثيا نقطة تقاطع الدالة الأسية د(س) -1” مع المستقيم س - ٠‏ هى النقطة (...» ....) 
معادلة محور التماثل لمنحنى الدالتين د» ى حيث: د(س) - “اث ر(س) - (2) هو 
62 اختر الإجابة الصحيحة من بين الاجابات الآتية: 


الل تكون الدالة الأسية التى أساسها | تزايدية إذا كانت 


١٠ 


200 (ب) ١21‏ (ج).<|<١‏ (د)١-١‏ 
© تكون الدالة الأسية التى أساسها | تناقصية إذا كانت: 
2 (ب)|<. (ج).<|<١‏ (وأشاح] جه 


(ج) الدالة الأسية د حيث د(س) -1” | > ١‏ يقترب خطها البيانى من: 
(]) محون السينات (الاتجاه الموحب) ( ب) محور السينات (الاتجاه السالب) 
(ه) محون الصاذاظ (الأقجاه التوجب) ( د) محور الصادات (الاتجاه السالب) 
© فى الدالة الأسيةذ حيث د(س) 1" ١ >1١‏ تكون د(س) > اعندما: 


()س دع (ب)س 5دع* (ج)س د م (د)س داص 
© فى الدالة الأسبة س حيث س(س) | ",+ < <١‏ 6 تكون ٠:‏ << اعتدماس 5 
(0]0 م[ (ب)]-6. ]١‏ (ج)]ى 6[ (5)]-» ]١‏ 
(4©22 بين أى من الدوال الآتية دالة أسية» ثم اكتب أسها وأساسها: 
() د(س) - ٠س"‏ © د(س) - 0(5)” © د(س) عي 
(5) د(س) - *س' ١‏ (ه) د(س) - (5)س' 3 د(س) - (/ع)” 
() مثّل الدالة د في كل مما يأتي بيانناء ثم أوجد المجال والمدى لكل منهاء وبيّن أى منها تزايدية وأى منها تناقصية: 
الل د(س) -م"”- © د(س)- )”2 2©) د(س)--7000” (66 د(س) جاب 
© درس )”م دزس) )ب © دزس) - زع 


و كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


١000 ا‎ 2-2-2-5 


0 5 111101111207 


1 الى حرم امس س 
من الجدول الاتى بين متى تتساوى ” مع "س: 4 حل المعادلة الأسية جبريًا. 
١‏ 1 0 3 4 حل المعادلة الأسية بيانيًا. 


المعادلة الأسية 01100ناوط اومتامءممصووع 
إذا تضمنت المعادلة متغيرًا فى الأسء فإنها تسمى معادلة أسية مثل (” - /0؟) فنجد: 


كح المصطلحات الأساسية 

أولا: 22 
4 معادلة أسية 

© مثال 1100 لاوط أوتاوءممووط 


4 الحل البياني ‏ «ملغداهك امءزامره© 
(0 أوجد فى ع مجموعة حل كل من المعادلات الآتية: 


9 مسء؟ا_ ١‏ س-؟ _ يس-؟ 
له ك0 3 إب) (؟ا؟) 
0 
س ١+‏ ل ٠.‏ برس ١+‏ اند" 
0 0 سرس ا كن 
.. سس +1--؟ ومنها س --غ 2 مجموعة الحل - 15-1 
© اب) زعا )س5 درس اق 0١‏ 19 سل" 20س 
3 9 5 
0 ما بن 5 و السكاال #(س-”) 
2 س  -‏ - "اس - + بالضرب في 7 الأدوات المستخدمة اها _ 
3 ؟"س -1-< اس - ١١‏ 3 "اس - 'س - ١7١-35‏ 4 حاسب آلي مزود ببرامج 
-اس --؟ ومنها س - ١‏ 5 مجموعة الحل - 1١[‏ رسومية. 
4 آلة حاسبة علمية. 
أي حاول أن تحل 
© أوجداقي 2 مجموعة حل كلمن المعادلات الآنية: 
. 9ه 5ه ١‏ 
ان 
كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول ١‏ 


السب بسي بس يسبب سي بير 12259159152 


9م مثل 


© أوجد فى ع مجموعة حل كل من المعادلات الآتبة: 


9 اوسرد © باخا ب ام 
©> الحل 

7- 0 | 

600 يس ريك . س - 2 - صفر ومنها س -؟ 
#امضزعة ال-1 

1+ 1+ ١+ 0 0 2-007 5 5 

أت كي سا ران (س+١)‏ “ناكا ون 
50 ومنها س - ١‏ جوع العن د [-9] 


لآل حاول أن تحل 
() أوجد في ع جموعة حل كل من المعادلات 


6 ونوك بوبه 9 بس +1 ان امن 
نفكير ناقح: أوجد جميع الحلول الممكنة للمعادلة س 7" و 
فق مثر 


(© إذا كانت د(س) - 70 


"له أنت أن د(س +2) »دس - ١‏ - 5(؟س) (؟) إذا كان د(س )١١‏ - د(س )١-‏ - 77 أوجد قيمة س 
© الحل 
0 الطرف الأيمن - د(س +؟)» د(س -؟) سس سكي ببس؟ 
5 ريرس + ابس ”7 _ اس -د(؟س) - الطرف الأيسر 
إب) '. درس )١١‏ - درس )١-‏ - 7 0 بياس ١+‏ 5 سا ل لون 


اك ١+‏ _ بس س١‏ - ا 


نيك 
سس ل دم" .اس - 5-1١‏ عد 


ليل حاول أن تحل 
2 إذا كان د,(س) 0 د,(س) و 


ا( أت أن ةا نوا الو ان وريه إب) حل المعادلة د, (#س) + د, (؟س )١١‏ - .م 
١‏ (كس +)١-‏ د (لاس -؟) 
ع كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


4640اهاششٌ _للللللالل هس 2525998855856552222ئ2ئ2ئ0002 


00 


في مثل 
© إذا كانت د(س) - بس 

أوجد س التى تحقق المعادلة: د(س) + د(ه - س) - ؟1: 
© الحل 

بالتعويض فى المعادلة د(س) + د(ه - س) -؟١‏ 


بواسناي بوه حرا ب 
انا م بان ب م لامر بثمات ٠8‏ > 0 وذلك بضرب الطرفين فى «ان 
سن د من ب 76س + امن ١17‏ #الامن 2 
"سن موه بس + مم . وبتحليل المقدار الثلاثى 
)دده 
إما: 5-75" ومنها س - ؟ 
أو: 7-5" ومنها س -" 
أليل حاول أن تحل 


: 5 3007 ع. د(س+) د (س- 0 
9 فى الخال السابق أنبيت أن: لود 


حل المعادلات الأسية بيانيًا لزألمء أطم610 كدهزأكوناوع اوتامء وما ودز/ااه 5 


م .+ 
(© باس خدام أحد البرامبج الرسومية ارسم في شكل واحد : منحنيي كل من الدالتين د,(س) - 7 » د,(س) -؟ - سء 

ومن الرسم أوجد مجموعة حل المعادلة ؟” -؟- س 
© الحل 


باستخدام برنامج م و6060 ترسم منحنبي الدالتين د,» ديم» ومن الرسم نوجد 
إحداثيات نقطة التقاطع هي (1. ؟) 


نجد من الرسم أن نقطة تقاطع منحنى الدالتين د,» د, هو (1. ؟) لذلك فإن 
مجموعة حل المعادلة: ؟"س - " - س هو .)١[‏ 


عات 


أل حاول أن تحل 
(8) باستخدام أحد البرامج الرسومية ارسم كلا من الدالتين: 


اس 03 5 اس 
تورس)- 1 درس دش ومن الرص ارج مجموعة خل البعادل0 1< من 11 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 6" 
0١)‏ سس سب سسب يبيب سس يسيس هك 


5# تمارين)-م ‏ 2م 


0) اختر الإجابة الصحيحة: 
الله إذا كان وس" -م + فإن س- كص 
١)‏ (ب)١؟‏ (ج) ؛ (د)؟ 
© إذا كان هذا سا فإن س - 00 
()ه (ب)١‏ (ج) ١‏ ((5) صفر 
© 0 ا ١‏ حيث | > صفرء فإن|- 50 شظ*ظ*5”5 
١)(‏ (ب)-؟ (ج) ١‏ كن 
0 أوجد مجموعة حل كل من المعادلات الآتية: 
لك © سعدا © بس د ١‏ 
© وسحا وس" (© بمج سادرم © بس_ مس" وى 
(6 واس وم جم روس ا اك رطا (ل)سناء )سكب ر)سه دوم 
أوجد مجموعة حل المعادلتين: 
س اص ص اس 
0ه - و07 0 7 4ه 20 


2 إذا كانت د,(س) - 7 د,(س) -5” فأوجد قيمة س التي تحقق د, (؟س١1)‏ + د, (س+١)‏ -07/ 
(© إذا كانت د(س) -737 فأوجد قيمة س التي تحقق د(؟س  )١‏ + د(س - ؟) - .0 
0 أوجد بيانيا مستخدمًا أحد برامج الرسوميات مجموعة حل المعادلة: 

طاريك - سس © سد باس 


0 تفكيرإيداعي: إذا كان س” - ص" وكان س ١**‏ - ص ١‏ فما قيمة له ؟ 


0 الربطبالأعداح: إذا كان مجموع الأعداد ؟+17+8+6+ ........ + 07 يعطى بالعلاقة جر - ؟ (8ن  )١‏ 
أ أوجد مجموع العشرة أعداد الأولى في النمط 
(#) أوجد عدد الحدود فى النمط ابتداء من الحد الأول ليكون مجموعها ١81١1١‏ 


(3) حل كلا من المعادلات الآتية: 
اميك ني © ب" ابن “ادبو 


أوجد مجموعة حل المعادلة: 


الاك انا الاي لواح ما 


6 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


111010101101100 


الآباء س - [عمادء عبد الله» أسامةء عاطف] وبناتهم 

ص - [أملء نيرة» غادة» جنة] بالاستعانة بالشكل. 

)١‏ اكتب بيان العلاقة التي تمثل "أب" من س إلى ص 
هل العلاقة تمثل دالة؟ و إذا كانت دالة هل هى دالة أحادية؟ 

3( تسسات ا لين 

بع تعلم 

الداله العكسيكة مول ورا عكاعناما 116 


إذا كانت الدالة د دالة أحادية (عم0-مشعم0) من مجموعة س إلى مجموعة صء فإن 
الذالةاه” تسم دالة عكية للدالة مخ 0 س إذا كان: 


لكل اس مو إن لص ةس 


معن ع3 


في مثل 

6 إذا كانت د دالة بيانها كالآتي: د - [ (31. ؟) (5 6)» (305)» (84)) . 
أوجد بيان الدالة العكسية للدالة د ومثلهما في شكل واحد. 

© الحل 

حيث إن الدالة المعطاة أحادية». فإن لها 

و 

“.: د(رس) - زرك ك)ء (ك غ)ء (كك كا رع 6م)] 

“.د (س) -[( 0١‏ وك ك)ء (ى 5 (قع)) 

نلاحظ أن الدالة د والدالة العكسية ٠١‏ 

متماثلان بالنسبة للمستقيم ص - س 

أي أن د" (س) هي صورة د(س) بالانعكاس 


في المستقيم ص - س 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 
لععهعهعهههه677611ْشتتتتتئ©ُ©ئة222 0 1 07 


4 الدالة العكسية. 
4 التمثيل البياني للدالة العكسية. 
4 إيجاد الدالة العكسية لدالة بيانيًا 


وجبريا. 


المصطلحات الأساسية ١‏ 
4 دالة (رملك ولط 
4 دالة عكسية «منءصبط عدرعلاما 
4 دالة أحادية 


0 وباط 006 10 - ء و0 


4 محال أو جره 
)4 مدى تاكلياكننا 
4 انعكاس ممناء 8612 


الأدوات المستخدمة اها _ 


4 آلة حاسبة. 
4 برامج رسومية. 
4 حاسب آلى. 


5 


ليلا حاول أن تحل 
02 أوجد بيان الدالة العكسية للدالة التى يمثلها الجدول الآتى: 


س ا 
د(س) ل 
اارئخط الاثر 


إذا قطع أي خط رأسي نحنى ما فى نقطة واحدة إذا قطع أي خط أفقي منحنى دالة ما في نقطة 
على الأكثر فإن الم نى يمثل دالة. واحدة, على الأكثر فإن المنحنى يمثل دالة أحادية. 


5 1 
١ 0 


| ]ص 


إذا كانت الدالة ليست أحادية (لا تحقق اختبار الخط الأفقي) فإن معكوسها 
لايمثل دالة. 

مثل ص - س' (ليست أحادية) معكوسها |ص| - ,٠س‏ لا يمثل دالة. 

من خواض الداكة العكسية: 


١‏ > يقال أن د(س) . س(س) دالة عكسية للأخرى إذا كان 
(دهدص)(س)-س و (س ٠‏ د)(س)-دس 

مهال الدالة دوس دهدى الذالة المكسية “ان 
مدى الدالة د(س) - مجال الدالة العكسية د' (س) 


تفكيرناقد: 
ما مجال الدالة د حيث د(س) - س" التى يكون فيه للدالة د دالة عكسية» وأوجد هذه الدالة العكسية. 


9 مثال 
(5) أوجد الدالة العكسية للدالة د حيث د(س) - ؟س + ١‏ ومثّل الدالة ومعكوسها 


باك فى شكل امل اإجاد اللبالاة العكية ال؟ 
, نقوم بتبديل المتغيرات» ثم 
نوجد ص بدلالة س. 
3 ككان الرياضيات البحكة + علمى - الضف القانئ القانوئ 


0-3-2-5 


سس د كص ١+‏ بتبديل المتغيرات 
ئس؟*ص دس ١-‏ 
ص -2(س-١١)‏ أي د'(س) -2 (س١١)‏ 


1١ . ١ سس‎ 
1١ ١ درس)‎ 


ا . ِ 1 
زللهظظإن الدالةذ والدالة العكسية ."' ميحاهما متفاثلان بالنسية 
للمستقيم ص - س 
[آي حاول أن تحل 
0 أوجد الدالة العكسية للدالة ص - س” ومثلهما في شكل واحد. 
هم مثال 
(5) إذا كانت د دالة بحيث د(س) - 5 +,٠س‏ -1 فأوجد 
.أ) مجال د(س) ومدى د(س) (ب) د" (س) وعين مجالها ومداها 
© الحل 
0 د(س) معرفة لجميع قيم س ٠ >١-‏ 
.“. مجال د(س) [521١1[-‏ 
ا لجميع قيم س الواقعة في مجال الدالة 


عن 100 نين ح> در(رس) > ١‏ 


ع 


أي س ١>‏ 


.”. مدى د(رس) -[ 88.9 [ 


١- ص -* +ماس‎ ٠.١ © 


باستبدال المتغيرات س » ص 

س - 5 + وراص -1 س - © - واص 1١-‏ بتربيع الطرفين 
(س -")" - ص ١‏ 

“ص - (س -") ١+"‏ “د' (س) - (س -"م) ١+"‏ 


مجال د' (س) - [؟» ©*[ ومداها [61© [ 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول ب" 
١)‏ سس سسسب سيبس سس يسيس كك 


ليل حاول أن تحل 
3 ذا كاقفمووع ” سيرع بيجيرة و(س) دب 


١ 


أوجد د'(س) وعين مجالها ومداها 
إب) هدم نحن البرامج الرسومية أرسم الشكل البياني لكل در(س) 3 د'(س) 


 ##‏ تمارين)_ع 82م 


5 
3 


: 


إذا كانت الدالة د- (3ى 30 [ف3 )2 (ى 506 6 06 فإن و > 252000000000 
الشكل المقابل يمثل دالة دس > ص فإن 5" (؟) - 0 


صورة النقطة (؟ )١‏ بالانعكاس فى | لمستقيم ص - س هي النقطة 000000 
إذا كانت د دالة أحادية وكان د(؟) - 5 فإن 5" (3) - 


١ 


0( 6( )- 


6 لك (ه) 


© ضع علامة () أمام العبارة الصحيحة وعلامة (8) أمام العبارة الخطأ: 
الل مجال الدالة هو مجال الدالة العكسية لها. 
© الدالة المتزايدة على مجالها يكون دائمًا لها دالة عكسية. 
© الدالة الزوجبة يكون لها دائمًا دالة عكسية. 
© الدالة الفردية يكون لها دائمًا دالة عكسية. 
2 أوجد الدالة العكسية لكل من الدوال الآتية: 


1 ْ 58 
د(س) -+ س +ع ©) د (س) - 4س 

7 01 3 2 

© د ثم للى_ _ لد داد حك 

> درس) 7 د (س) 3 

م 2 

(ه) د(س) -مس”" ١‏ 3.درس)-م 4-س 

(6 د(س) -؟+ما ؟-س ع) د (س) - س' حيث س > صفر 

١ > 

(ط) د(س) -(س-١)‏ +5 حيث س١‏ كا] د(س) -س" +8 س +07 حيث س > -؛ 
(ك) د(س) - مأ و-س' ١‏ حيث-*<س<. 
.7 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


١00 ا‎ 2-2-2-5 


111 


62 لل إذا كانت د(س) - .وس. أوجد د (س) ومثلهما بيائنًا. - 
(ب) الشكل المقابل يمثل دالة د من س إلى ص فأوجد قيمة د"' (ب) +؟ د'(ج). |" 


حاول كل من وائل ورنا إيجاد الدالة العكسية للدالة د(س) - يدك 


حل رنا 
. 9 6 
ص 0 
3 5 ع ب يك بد 
ص س - ص - ه بالضرب التبادلي 
دن دن دون كدنا 
ااا 
ات 0 
أي من الحلين هو الصواب؟ لماذا؟ 
سؤال _مفتوح: هل يمكن أن تكون الدالة د هى نفسها الدالة العكسية د'؟ إن كانت العبارة صحيحة أعط 
أمثلة على ذلك. 
42 فى كل مما يأتى عين المجال الذى يكون فيه للدالة د دالة عكسية: 
(0 د(س) - س' © د (س)-س" (©) د(س) -+ س 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 


سم" الدالة اللوغازيتمية وتمتيلها البياتي 3١‏ 0000000 


(/2ه67 1[ أم1ته 172612012[ 109011117116 


ل سوف تتعلم 
4 تعريف الدالة اللوغاريتمية. 
4 التمثيل البياني للدالة 
اللوغاريتمية. 
4 التتحويل من الصورة الأسية إلى 
الصورة اللوغاريتمية والعكس. 
4 حل بعض المعادلاات 
اللوغاريتمية البسيطة. 


ل المصطلحات الأساسية 


4 لو غاريتم ووه 
4 دالة عكسية ‏ «متءصبط عكعلاما 
4 محال 0707 
4 اللوغاريتم المعتاد 


درط هوم ممدرردره0) 


هآ ا الأدوات المستخدمة 
4 آلة حاسبة. 
4 حاسب آلي. 


© إرشادات للدراسة 


تسمى لو س - ص بالصورة 
اللوغاريتمية 

ونسمى تك الت ل بالصورة 
الأسية المكافتئة لها. 


يف 


التمثيل البياني للدالة العكسية للدالة الأسية 


؛ استكشف 2 | 
علمت أن الدالة ص -م٠اس‏ هى الدالة العكسية للدالة 
ص - س" لكل س >> صفر (صورتها بالانعكاس في 


المستقيم ص - س) 


فهل يمكنك تمثيل الدالة العكسية للدالة الأسية د حيث د(س) - ”” بياننًا من خلال 
تمثيل قيم سء ص للأزواج المرتبة التي تمثل الدالة. 


2 ص 
ص 


رن ص 0 

1 2 0 0 
1 1 

ّ ل 33 0 
3 3 

1 ٍْ 2 حرا‎ 
١ 
١ ١ 

١ 0 1 ١ 

١ 3 3 ١ 

١ 1 1 9 


نجد مما سبق أن معكوس ص - 8ت هو س - 5 ويسمى المتغير ص في المعادلة 
س - ”” لوغاريتم س. ويكتب ص - لو س ويقرأ ص تساوي لوغاريتم س للأساس” 
١‏ 

5 
ام تعلم | 
الدالة اللوغاريتميك دول ناناعا ءأصرط ووه 
إذا كان | 3 ع“ )١[-‏ فإن الدالة د حيث د:م ليم حيث د(س) - لو س هى 

| 

الدالة العكسية للدالة ص -71> 
وتسمى ا" س بالدالة اللوغاريتمية 

>> مجال الدالة اللوغاريتمية - 8* >> مدى الدالة اللوغاريتمية - م 

5 ا كن 
© الصورة ص دلو بين تكافئ الصورة 1 - س 


كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


التحويل من الصورة الأسية إلى الصورة اللوغاريتمية: 


0 دزا تكافى ‏ لو5١-؛6‏ إب) "دوم تكافىع ‏ لوه؟-١‏ 
0 8 
© د تكافئ /- (© .نعطب تكافىئ لواا.,١.--؟‏ 
إل ٠‏ 
ليل حاول أن تحل 
2 حول من الصورة الأسية إلى الصورة اللوغاريتمية 
(6 بأد إب) ردن - ١ه‏ 9 0 ا ره خياد 


اللوغاريتمات المعتادة للأساس :٠١‏ 
إذا كان أساس اللوغاريتم ٠١‏ يسمى باللوغاريتم المعتاد ويكتب بدون أساس. 
مقل: د لاتكتب لولا 2 ك /؟١‏ تكتب لو/؟! 


التحويل من الصورة اللوغاريتمية إلى الصورة الأسية: 


(6 لو ١م-ع‏ 2 تكافى ‏ م5-ام © لو 6١1-/ا‏ تكافع ‏ "-م١١‏ 
2 0 
اجالو ل - ؟ تكافى  5٠0‏ كل دالو 5-07 تكافىئ الم م 
ام 
آنل حاول أن تحل 
() حول من الصورة اللوغاريتمية للصورة الأسية: 
١ 07 01‏ 7 م 
رن اياده 9 لو جوج --ه رج لوت 9 لوء٠ودعء‏ 
2 مثال 222520000 
7 حساب قيمة لوغاريتم عدد لأساس معلوم 
(0) أوجد قيمة كل مما يأتي: 
9ه لواءء,ء © لو 56 
: 
© الحل 
60 _ - ين اب , - اا 
رلا بوضع ص لو 0 00 بوع صن كِ 
بالحويل إلى الضورة الآبية: بالتحويل إلى الصورة الأسية 
00 امح م من خواص الأسس 
ا كىن وضع العدد بالصورة الأسية ص - + 
م 5 درام 
-(1) 7" مرخواض الأسين لذافإن لى 7076 > ح- 
ص --” لذلك فإن لو١1١٠0٠,١--؟‏ 
آنل حاول أن تحل 
© أوجد قيمة كل من: ا[ لو ا١٠..:,:‏ (© لو ١١8‏ 
كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول ون 


ا لبه إبيبسسب بس يسبيب سس يبي 12959152 


فق مثل 
() أوجد فى ع مجموعة حل كل من المعادلات الآتية: 
االو (؟س-ه)-١‏ 3© لو (س+)) ”م 
7 


اس 


©> الحل 
0 المعادلة لكل قيم س التي تحقق 6س - 0 > صفر؛ أي من >2 (ميجال تعريف المتغير) 
واحو اا لسر حب ات 


.0 8 #اس ده . 5س -م 
٠.‏ س 0 6 '. مجموعة الحل هي [5) 
59 7+ مبترو ا سن ”ا 
١ب‏ المعادلة معرفة لقيم س التي تحقق س > صفر أي | س > صفر 
س كنآ ١‏ س ع ١‏ 


ي |صفرء:[ - ]١(‏ (مجال تعريف المتغير) 
وبتحويل المعادلة للصورة الأسية المكافئة 


٠. 3 5 ٠. 
سس دس -5 - صفر‎ .٠6 اس" اس 1؟‎ ٠. 
١2 صفر “. س-87 أو س‎ - )١+ (س -5) (س‎ .. 
مجال تعريف المتغير 2 مجموعة الحل - (؟]‎ 2# ١-- س‎ 
لآلا حاول أن تحل‎ 
أوجد في ع مجموعة حل كل من المعادلات الآتية:‎ )( 
س‎ 41 
| تعلم‎ 6 
211 التمثيل البياني للدالة اللوغاريتمية:‎ 


تمثل الدالةد حيث د(س) دلو سن .عييث اعد ا ييابًا كنافى الأشكال الآتية: 
1 : 


درش) 


المجال: م* 

المدق: م 

التقاطع مع محور س: وى 6( 
الاطراد: تزايدية م* 


ع7 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


١000 ا‎ 2-2-2-3 


ص7 االللامللششتششششيبك77تتئئتئت 


المجال: م* 

المدى: م 

التقاطع مع محور س: 3ق 6( 
الاطراد: تناقصية على مجالها م* 


تفكير ناقد: هل يمكنك استنتاج العلاقة بين منحنى الدالة الأسية ومنحنى الدالة اللوغاريتمية وضح ذلك. 


ف منل 


(*) مثل الدوال الآتية بيانيا: 
.أ در(س) -لو س (ب#) د(س) - لو س 
© الحل ش 
الل لاحظ أن: الأساس ١ > ١‏ © لاحظ أن: الأساس: ١ < + < ١‏ 
ع 
3 


استخدام الآلة الحاسية: 
يمكن استخدام الآلة الحاسبة لإيجاد اللوغاريتمات على النحو الآتي: 
)١‏ لإيجاد لو ؛ نتبع تسلسل المفاتيح الآنية: 5 899 289 2ت 289 123129 
1 
") لإيجاد لو8" نتبع تسلسل المفاتيح الآنية: 97 [6()3()8()2ا) 
١‏ 
استخدم الآلة الحاسبة لإيجاد قيمة كل من: 
00 لو ١١‏ ب لو ع" ليم © و وى 
ككان الطالب.- “القضل الدزادى اكول 7 


اا 222222222222322 2 0 000000100 


2 0-١1 ثمارين‎ 2 


0 +--2 © 5 ال رج مصفر_ ١‏ )ءءء 
2 عبّر عن كل مما يأتي بصورة أسية مكافئة: 
1 لو. ام 0 #0 و27 (جالوادصفر ‏ (3) لو ا 
1 5 7 


2) عيّن مجال الدالة د في كل مما يأتي: 


ا د(س)- لو (اس+) 0 ابا د(س)-الوس © د(س) لو (س-) 
© بدون استخدام الحاسبة أوجد قيمة كل من: 
6 و ب ١ب‏ لوه © نو؛ (6 و عبام 
5 0 5 7 
0( أوجد في ع مجموعة حل كل من المعادلات الآتية: 
]) لو 97 -س +" (#) لو (؟س +") -” (ج) لو (؟س+١)-‏ صفر 
دالو (لو س) ١-‏ (ه) لو [١1+لو‏ (س-٠)]‏ - (9)لو (4”-)-س 
2 مثل بياننًا كل من الدوال الآتية: 
00 د(س) - لو س ١ب‏ د(س) - لو (س+1١)‏ 
15 "١ج‏ : لست 
درس) د(س) 


0 ارسم في شكل واحد منحنى كل من الدالتين رء د حيث ر(س) - لو سء درس) -1 - سء ثم استخدم ذلك في 
ب 0 3 
إيجاد مجموعة حل المعادلة لو س -"-س. 
ك0 
اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 
(0 إذا كان لو سع#افإن س< ا 
م 


طقال (© م رج م (© ه 
(5) إذا كان لو 7 4 فإن | 3د ل 

6 ردى (© 1 (ج) 0 5 نال 
60 لو ه؟١-‏ 0 

بم بام (ج) ه إداولىا 


7 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


مم 


220 مجال الدالة د حيث د(س) - لو ” هو 000000 
(1-س) 


00 ]-م ١[نا]..‏ 1[ © ]-م [١‏ © ]م[ © - [١‏ 
69 لو١٠٠-‏ 00 

١ 0‏ ابم جام © ١‏ 
68 إذا كان منحنى الدالة د حيث د(س) - لو, س يمر بالنقطة 8 ©): فإن 2(5) - 52590 

١ ©‏ 5 © : 
09 الشكل المقابل يمثل الدالة 00000ظ” 

079 ص ب (79) ص د انها 


(ج) ص - لو (-س)- (5) ص- لو (0-س) 


0 أوجد قيمة س فى كل مما يأتى وتحقق من الناتجج باستخدام الآلة الحاسبة: 
0 لو ١م‏ 9 وا رج) لو مم الله لو :,.١١‏ 
له 57 


عا 


(9)) أوجد قيمة كل مما يأتى وتحقق من الناتج باستخدام الآلة الحاسبة: 
)لو عط (©© لو(؟س-0)-. (ج©) لو(س+1) 5 
0000 س 
اللا لى الو + أو سس © و (جسام) ١-‏ © نو | ؟س+١|-١‏ 


9 الربطبالتعليم: إذا كانت العلاقة بين درجات تذكر أحد الطلاب بالمعلومات النى درسها فى الصف الأول 
الثانوي وعدد الأشهر (دم) التي تبدأ من نهاية تدريس الصف هي: د(ده) - +49 لو (له +01 
فأوجد درجات هذا الطالب: 
أولًا: في نهاية تدريس الصف الأول الثانوى (له - )٠‏ 
ثانيًا :بعد مرور » أشهر من تدريس الصف الأول الثانوى. 


30 تطبيقات: في دراسة لقياس مدى احتفاظ الطلبة لما تم ذزاسته فى اهن المواد يعاد امتحانهم من فترة إلى 
الأشهر بعد اكتمال الدراسة» د(له) درجة الطالب (نسبة مئوية). أوجد. 
أ) درجة الطالب فى أول امتحان لهذه المادة. 
إب) درجة الطالب بعد مرور" أشهر من دراسته لهذه المادة. 
إجا) درجة الطالب بعد مرور عام كامل من دراسته لهذه المادة. 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول انا 


53 سوف تتعلم 

4 استخدام بعض خواص 
اللوغاريتات. 

4 حل المعادلات اللوغاريتمية. 

4 استخدام الحاسبة في حل 
المعادلات الأسية. 

4 تطبيقات حياتية على 
اللوغاريتيات. 


ل المصطلحات الأساسية 
011015 ناوطع عأداط ]هوه 


4 مقياس ريختر. 
عامعد تعاطء زا 


هآ ا الأدوات المستخدمة 
4 آلة حاسبة علمية. 
4 حاسب آلى مزود ببرامج 
رسومية. 


501116 770011165 0 15 


٠٠١ول الواوا طاو 7 ") (لو١ + لوج)ء‎ (١ 
اواك لخداو ؟ ماذا تستنتج مما‎ (3 


م تعلم | 


بعض خواص اللوغاريتمات ‏ دارط )هوه 1ه دوءز ]اع مه 50176 


لو س ص - لو س + لو ص حيث سء ص 3ع* 
لإثبات صحة هذه الخاصية: 
شعو ار سج من 
ومن تعريف اللوغاريتمات فإن: 
ويد الو هيياة 
فتكون س ص -71”1 ١‏ أيأنسص-71* 
وبنحويل هذه الصورة إلى الصورة اللوغاريتمية تكون: و سن ص انواعت 
وبالتعويض عن قيمتي بء ج تكون لو س ص 0 


9 مثال 


(1) أوجد قيمة لو ٠‏ في أبسط صورة إذا كان لو ه م 7١١‏ ثم تحقق من الناتج 


باستخدام الآلة الحاسبة. 


كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


©> الحل 
وتتطر رام 


5 51 
سس نت اران باستخدام الخاصية ))١(‏ بالتعويض عن لو 5 7,1712١19‏ 
5 


التحقيق باستخدام الآلة الحاسبة: 
5 ح) (0) ب 
ليلا حاول أن تحل 


0) أوجد قيمة لو ١١‏ في أبسط صورة إذا كان لوه - 1,530 ثم تحقق من الناتج باستخدام الآلة الحاسبة. 


لو داو بن او م سيكرس من كب (حاول أن نبت صحة العلاقة) 
مثال 


([6 أوجد قيمة المقدار: لو»- لو؟ . 


©> الحل 
لو0" - لو" - لوك - لو١٠ ١2‏ 
11ت حاول أن تحل 


0 أثبت باستخدام خاصية القسمة في اللوغاريتمات أن: لو؟ - ١‏ - لوه 


لو س*” - ره لو س حيث ل+3 ع »س .> 
١ 0‏ 
9 مثال 
© أوجد فى أبسط صورة لو )72 002 
© الحل 7690 7 -20) 


7 " ! 
- 60 2 5 
لو ده 


ع 
3 


رديه 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 74 
ل سس ببسيس يس 17 


[[يلا حاول أن تحل 


() ضع في أبسط صورة 
و5550 ء. لو 
0 4 


لاحظ أن: لو (ين) -- لو س حيث س 3 ع' 


لو س 
إذا كانت س 3 م,ء صء |31 م* »١(-‏ أثبت أن: لو س--ل 
> لوص 
©> البرهان (لا يمتحن فيه الطالب) |ظ 
بوضع: ع - لو س 
ص 
ص -س بالتحويل إلى الصورة الأسية 
ع لوص > لو سن يأخذ لوغاريتم الطرفين للأساس أ 
لو س لو س 
فتكون . أى أن: علب 
هت 920 لون كين 
أليل حاول أن تحل 
(5) استخدم الخاصية السابقة في إيجاد قيمة كل من: 1١‏ لوه (©© لو مم 
8 3 . 


نفكير ناف إذا كانت أ ب دع' - (1) فأثبت أن لو ب - + ثم استخدم ذلك لإيجاد قيمة: لو 29 لو ؟ 
١‏ 7" ,3 


كتاية العبارات اللوغاريتمية بالصورة المختصرة: 


ذه مثل 


(8) اختصر لأبسط صورة: 
9 ؟لوه؟+ لو( + ل) + الو" - لوءم (ب>) لو ة4*الوه* لوة< لوه 
© الحل 
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م0 


أ) المقدار - لو ه؟" + لو + لو"" - لو" خاصية ه 
- لو (90” »اك م25 م) خاصية *. 5 
-لو 5-٠٠١‏ 

إب) اننا د قث ير لبي وذ افيا خاصية >" 
لوه لوم لوك لول ' 
لوةء ؟لولا 

مد صل 
أليا حاول أن تحل 


(8) اختصر: لوة١0٠,١-‏ 0 
اندي ونه ابم 
إذا كان س" + ص" - ١س‏ ص أثبت أن: ؟لو(س + ص) - ١‏ + لوس + لوص 
حل المعادلات اللوغاريتميهك 0105 ناوطع ء اطاط ]ووه ود/ااهك 
في مثل 
(0) أوجد في ع مجموعة حل كل من المعادلات الآتية: 
1 لو (س +)١-‏ لو (س )١+‏ - لوه (ب) لوس + لو" -؟ 
3 3 3 7 اس 
© الحل 
لله النعادلة معرفة لكل س 3 إبى:س ١ ١‏ > عيفر ]1 سوس ١2‏ صف 
أي س > ١‏ (مجال تعريف المتغير) 
لو رس ار سن 19 داو 
0 لو رس )٠١2‏ (س :)+ اوم خاصية ١‏ 
.. س1-5-م .. اس" - 8 ومنها س - 1م 
وحيث إن س - -* لا تنتمي لمجال تعريف المتغير .'. مجموعة الحل -) 


إب) المعادلة معرفة لكل س > صفر » س عو ١‏ 
١‏ 


لو س 


3 


00 لو س + -5 خاصية ل/ا 
0 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول م 
ا 1991111111 د 


0 الؤرس)' 1د لوس بالغيرت في ارمق 


5 الووس)” + الو سن :دصل 32 (لو س ')١-‏ - صفر 
7 اوس .٠.‏ س - 39 مجال تعريف المتغير 
.'. مجموعة الحل -(9] 

أل حاول أن تحل 


() أوجد مجموعة حل كل من المعادلات الآتبة في ع: 
الله لوس ءلو (س+ 1< © و(م-س) + الوما س5 -+ © لوس- لو ١٠1-؛‏ 
0 0 0 
حل المعاد لات الأسية باستخدام اللوغاريتمات ‏ ؟دمط][هدوما ومزدنا دمملةولاوع امنامء مومع ومزراهك 
9 مثال استخدام الآلة الحاسبة فى حل المعادلات اللوغاريتمية 


(5) أوجد قيمة س فى كل مما يأتى مقريًا الناتج لأقرب رقمين عشريين. 


ذاه إب) وس" مي سنا 
© الحل 
1 ذاه يأخذ اللوغاريتم للطرفين 
.لومس" - لوه .“. (س )١+‏ لو؟ - لوه 
7 س -١+‏ 4 أي أن: س - أشي - ١‏ اسن مح لاي ١‏ 


استخدام الآلة الحاسبة: 
|١785‏ لتحا 1 2 90 2 906 زج © رق) ز96 


© وس"؟ _ سي وسء١ا‏ يأخذ لوغاريتم للطرفين 
لوو “ناح لوا( #جروسا) ٠.‏ لودس" - لوم + لو عسا 


.٠.‏ (س -؟) لوه - لو؟+ (س )١+‏ لوء .. س لوه - "لوه - لو" + س لوء + لوع 
.. س لوه - س لوء - لو؟+ لوء + ؟لوه .٠.‏ س (لوه - لو) - لو؟ + لوء + ؟لوه 


1 لو؟+ لوع + ؟لوه 
2 سن الوه لو 2 ص 5061 


/ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 
ووووصر يس 7 لط 


جم 0 


استخدم الآلة الحاسبة: 


ل ل 111 1ط 1-1 زفق تك 
53 ([ح)(4)( 16 ) )ا 


أليل حاول أن تحل 

0) أوجد قيمة س لأقرب رقم عشري واحد في كل مما يأتي: 
670 اناس دع لل إب) بوس-؟ _ بس +" 

9 مال و دعر قات ادغ د 
2١‏ تطبيقات على قوانين اللوغاريتمات 

للسطبالديعلعحيل إذا كانت درجة قوة الزلزال على مقياس ريختر تحسب بالعلاقة د - لو (يُ2)) حيث 
ش هى شدة الزلزال» ش-» الشدة الابتدائية» وتعرف بالمقياس الصفرى لشدة الزلزال (أقل شدة لحركة الأرض 
بحيث لا يسجلها المقياس). 
لله أوجد على مقياس ريختر درجة الزلزال الذى شدته تعادل ١٠١‏ مرة قدره الشدة الابتدائية. 
(ب) في عام 1985 حدث زلزال بقوة ١‏ ,/اعلى مقياس ريختر. احسب شدته. 

©> الحل 
62 كد - شٍِ ع اك ع 1 57 5 ت 
00 5.0 - لو(جح) ء ش - 7٠١‏ ش. #دداوز 

أى أ أن الزلزال درجته 1 على مقياس ريختر. 


9 “.#دريحة الولزال - .و 


وب) - لو١٠1-7‏ و١٠12‏ 


ذا - لو(شح) اعحة 5 فتكون فيح اي 


أى أن شدة الزلزال تعادل ١٠٠٠510؟1١‏ مرة تقريبًا قدر الشدة الابتدائية. 


أل حاول أن تحل 
٠. 0‏ 5 20 5 0 55 0 حد أ ؟ 5 
2 إذا كان عدد سكان إحدى المدن ابتداء من عام 5 يعطى بالعلاقة ع - ٠‏ (5001,5 20اءحيث ع عدد 


) .أ احسب عدد سكان هذه المدينة عام ١5‏ 7 
إب) + في أي سنة يصبح عدد سكان هذه المدينة 6 ١‏ مليون نسمة. 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول / 
)١ص‏ سب ببسب يبيب سس يسيس هك 


4# تماين)-1 8882 


4 


4 بدون استخدام الحاسبة أوجد قيمة 


الله لو١١١؛‏ © و بم © و ١‏ (ه) لو وء 
© لواء:.: © او ؟ (6 لو ١‏ © لو ماص 
له 5 ص 

0 اختصر لأبسط صورة 
ا( لو +لوه © لو ه١-ل‏ م © د" 

(5 لو هالو "م (8) لوءه -* لو" - لو؟ ال لوه - لو؟ -لوة؟ 
© لوا + لواب + لواج كشك شك كك 
0 أب اج أب ج بج الو ١١‏ لو ؟١‏ لو ١١‏ 

2 علامة (”) أمام العبارة الصحيحة وعلامة ()) أمام العبارة الخطأء حيث س» ص د ع" أء ب 3 ع* - (01: 
9 لو (س+ص) - لو س+ لو ص 0 )4 © فى إن مضي ]د اوس لاو من 00 
2 لو (س ص) - لو س + لو ص )00 .دا لواس"” - هلو'"س 0 
2 6 لو س لو س 

ه) قكمات 18 ١‏ 39 ف 
وي لو س لو ص 0( 7 لوص 0 20 
© إذا كان س < صفر فإن لو س' - لو سن )2 


7 إذا كان لو؟ -س” لو - ص أوجد بدلالة سء ص كل من: لوة ء لو ١١‏ 
(©) أوجد قيمة س فى كل مما يأتى مقربًا الناتج لرقمين عشريين. 
7 ب"س-5 دو (ب) ب سخا _ ساس" لعا سي -؟» (5) س لداس  ٠١١‏ س 
9) أوجد فى ع مجموعة حل كل من المعادلات الآنية: 
9 لو س-١-لو‏ (س-) © لو (س+)-؟ لو س١‏ 69 لو(س+)-لو(س-1)-١‏ 
( (لوس)'- لوس'-م (ه) (لوس)" - لوس* واس لوس _ولو؟ 


5 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


ا 


الل لو س- لو م © لو سحلو دم © نو (+-غ)+س -ه-صفر 
8 س 0 سس 0 
) استخدم الحاسبة فى إيجاد قيمة كل من: 
2-6 5-6 10 دي 
09 لو ه١,»‏ إب) لق وم © كلوه ءالو ادا َك 


لكشق ا لفظل قامت كل :من أميرة وإسرام يكل السؤال الخصر لو من" +الو رض لو لاص ؟ 


المقدار-" لوس+؛ لوص - ؟ لوس ص لعا لامر 
او رص وس لواضن) 0 
-" لو س +4 لوص - "؟ لوس - ؟ لوص 
و اراس 


-؟ لوس ص 


-؟ (لو س + لوص) 


أى الحلين هو الصواب؟ لماذا؟ 
() تفكير|بداعى: بدون استخدام الحاسبة أوجد قيمة: 
لو (ظا )*١‏ + لو (ظا **) + لو (ظلا “*) + +لو(ظافهم) 


لمزيد من التمارين قم بزيارة موقع وزارة التربية والتعليم. 


كقاب الظالب ب الفضل الدرانى الأول / 
ال ل بص إبيبسبسس ببسي يبي بس 2259225252 


<١‏ )ا سللحصيبيت وح جوج ج12--7--15 ججح 


2 


_-_ 


-_ 


ظهرت أولى أفكار حساب التفاضل والتكامل في أعمال الرياضي الإغريقي أرشميدس 6065«تنطء1ى : الذي قام بوضع العديد من القوانين 
ذى المندسسة سكل سيم ومساحة سطى الك مسن فاق داك طريا كانت ايد لتلك الطرق المستخدمة فى التكاملء؛ وفى القرنين السادس 
داكا عد مسد شعن للح لل لما ريات اح بساك لط سان التقاضل حلي قاع كن ل الإتسليري وا 21010 
والألماني لايبينز 1,©1112 كل على حدة باكتشاف النظرية الأساسية للتفاضل والتكامل. 


والتفاضل والتكامل أى الحسبان 021611115 هو أحد فروع الرياضيات التى تدرس النهايات والاشتقاق والتكامل والمتسلسلات اللانهائية وهى 


علم يستخدم لدراسة التغير في الدالة وتحليلها ويدخل علم التفاضل والتكامل في العديد من التطبيقات في 


الهندسة والعلوم المختلفة حيث 


كثيرًا ما يحتاج لدراسة سلوك الدالة والتغير فيها وحل المشاكل التي يعجز علم الجبر عن حلها بسهولة. 


بعد دراسة هذه الوحدة وتنفيذ ما فيها من أنشطة يتوقع من الطالب أن: 


1 
555 
1 


8 يحدد 


0 


كع ع 960 :00ج 5 36 090 6 


2 
يقة إيجاد نهاية دالة: 

بالتعويض المباشرء بالتحليل» بالقسمة المطولة» بالضرب 
في المرافق. 


7 يوجد نهاية دالة مستخدمًا القانون 0 تدك اا 
ا 
يستنتج نهاية دالة مستخدمًا القانو ر محتاس 1د دنه 


)| 0 م 


50000 0 


له 


يستخدم الحاسبات البيانية للتحقق من صحة نهاية دالة 


وتقدير قيمة النهاية . 


:8 ايتقرف النهاية اليمى والنهاية البسرى اللذالة عند نقطة 


ل فانالة” 


4 يتعرف مفهوم اتصال الدالة: 


اتصال دالة عند نقطة - اتصال دالة على فترة - إعادة تعريف 


الأساسية لنهايات الدوال واتصالها. 
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١‏ كمية غير معينة لأتغمقب0 لع عع مكمنا دالة كثيرة الحدود مولع صبظ لقتممهمزامم 

١‏ 5 غير معرف لع مقع ءصنا نهاية الدالة عند اللانهاية لإأتماكما غج ممتغعصبظ دغه غلمنا 

/ 

> نهاية يمنى امنا غطون8 > دالة مثلثية موا صبظ ءاشع مرممهولر 

0 5 نهاية يسرى غتصنا قمعا 5 نهاية دالة مثلثية مهتاع طبع عأماع مممهوأء1 دغه غتمنا 

١‏ > نهاية دالة ممعءصبط هعه عتمتا اتصال دالة مم صبط عه /إاأناصاخمه) 

( 5 تعويض مباشر مناغ اغوطنك عع ]زم 

2 حبري جح سر سب سر صر صر محر حبر حرو صر مسو رت حر يسوي سر سر اس سر ممست م سر مسر سويت سر مسر مسر سي سور سور سر مسو يصق 


دروس الوحدة. ب الأدوات والوسائل 


/ / 5 
/ ) 
ار 0 0 دالة عند اللا نهاية. ال ا 2 ا ا حي 0 ا 0 
( 
م الدرس 9 -5): نهايات الدوال المثلثية. 
)/ 
0 الدرس 5 -ه): بحث وجود نهاية للدالة عند نقطة. 
0 الي 5 83 الأتضال. 
) 
17 :26-5 22 22222222 2 22 2 
5 'مخطط تنظيمى للوحدة 
0 
( 
ا 
)/ 
( 
) 
/ 
مقدمةضيالتطيات ‏ 
( 
) 
( 
7 
( 
/ 
( 
/ 
ا( 
/ 
/ 
/ 
( 
/ 
( 
/ 
( 
/ 
( 
ٍ/ 
( 
2-9 2 ري ةر ا ل ري ا ا را ري را 2 2 2 2 2 22 22ت 


كناك الاطالت تك اللاتعيال سنس التلال /ا/ 


5 سوف تتعلم 
4 الكميات غير المعينة. 
4 نباية دالة عند نقطة. 


لول المصطلحات الأساسية 
4 كمية غير معيئة 
دعن نخصهه 0 لعقلنء صقملا 
4 غير معرف عصقع لم1 
4 مجموعة الأعداد الحقيقية الممتدة 
داع طمنلا اهع8 ععاممع رع 
4 مباية يمنى غنسنط طمن 
4 نباية يمسرى نذا اع[ 
4 قيمة دالة ممنأكصبع عه عداهلا 


4 نباية دالة 


ءا 012 انآ 


هآ ا الأدوات المستخدمة 


4 آلة حاسبة علمية. 


4 برامج رسومية للحاسوب. 


1/ 


171170411012012 10 11771115 0 5 


يعتبر مفهوم نهاية دالة عند نقطة من المفاهيم الأساسية في علم التفاضل. وفي هذه 

الوخد سو تعراس على امتووم الها لقال من لاني 

البيانية والجبرية. ولكن قبل ذلك دعنا نتعرف على أنواع 

الكميات فى مجموعة الأعداد الحقيقية. ا 
5 غير محدودة أكبر من أى عدد 


أوجد ناتج العمليات الآتية إن أمكنك ذلك: 0 
3 +2 غ-14 
42 ف 42 42 مجموعة الأعداد الحقيقية 


0 +005 يرمز لها بالرمزح 
حيشح - [-16 لاح لا(مه] 


001111125 611160 م5الا 


فى بند (فكر وناقش) نجد أن بعض نواتج العمليات محدد تمامًا مثل رقم ١‏ ؟2 ١‏ 
بينما بعض النواتج لايمكن تحديدها مثل باقى العمليات. 

لاحظ أن: ,+ ٠‏ غير معرفة حيث أن القسمة على صفر لامعنى لها. 

والآن لا يمكن تحديد ناتج العملية ٠ +٠‏ 

حيث يوجد عدد لا نهائى من الأعداد إذا ضرب كل منها فى صفر كان الناتج صفرّاء 
لذلك فإن -:- كمية غير معينة» ومن الكميات غير المعينة أيضًا: 

كك مه-ه, .ام (لماذا؟) 


00 


01111111 


تجرى العمليات الحسابية على مجموعة الأعداد الحقيقية والرمزين 50, - © كالآتى: 
لكل (دع وا 


-١‏ ه+ا-ه أده اددوة 


اك ” 


6 فى كان | >> . 1 
-ق6 4 إفاكاق || ٠>‏ 


ما | 


-63 4 الإكان اده 
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ابوج 2 بر بي 177557777550507 


فق مثر 


(0) أوجد ناتجج العمليات الآنية فى مجموعة الأعداد الحقيقية الممتدة إذا كان ذلك ممكنًا: 


(1)عج+مه (ب) ممه إج).يم 3 -مع. 
(ه) مه +مه (9) .+. زا هلهامه احا ير مه 
© الحل 
9 هه © م ©. © غير معرفة 
(ه) م © كمية غير معينة ‏ © مه (ع) مه 
أليل حاول أن تحل 


0 أوجد ناتج العمليات الآتية فى مجموعة الأعداد الحقيقية الممتدة إذا كان ذلك ممكنًا 
٠ (‏ +دم إجاب. (ج) وه 
(ه) (-/) »اه (9) (-م) ١١+‏ إذامه به 


نهاية دالة عند نقطك : 
ادرس قيم الدالة د حيث د (س) - ؟س + ١‏ عندما تقترب س من ؟ من خلال بيانات الجدول 
الآتى: 
1 ”ره 1 7 
ا لأدية ل 4 
ا 0" 2 65 ١‏ 557 
را لاديوره لكا 2 
1 ل 1 1 
ون كل رض درم ) هه ون 7 اه 


نلاحظ من النشاط السابق أن: 

عندما تقترب س من اليمين ومن اليسار من العدد (7) فإن د(س) تقترب من العدد (6) 

أي أن د(؟) -د(؟) - ه ونعبر عن ذلك رياضيًا كالآتى: نبا 9 س+١)-ه0‏ والتمثيل البيانى للدالة يوضح ذلك: 
و س »> 5 


ل إذا كانت قيمة الدالة د تقترب من قيمة وحيدة ل » عندما تقترب س من | من جهتى اليمين واليسارء فإن نهاية 
د(س) تساوى ل وتكتب رمزيًا: 00 درس) -ل 
ل 


وتقرأ: نهاية د(س) عندما تقترب س من أ تساوى ل 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 0/ 
ا ل بص ببسيس ببسي يري بس 2251521252522 


م 22 23 7/33 ”> بجا ج>جبححعحبب بااللس01 


يم منا 


تقدير النهاية (النهاية تساوى قيمة الدالة ) 


© قدر نبا (١-*#س)بيانيًا‏ وعدديًا 
س->»5 


©> الحل 


بيانيًا: تمثل الدالة الخطية: ص - ؟ - "اس بيانيًا كما بالشكل المقابل: 
ومن الرسم نلاحظ أن: 
عندما س ©> ؟ فإن د(س) © -6 


أى أن: 0 (؟-؟س)- 6 
بن ,>> 


عدديًا: نكون جدولاً لقيم د(س) وذلك باختيار قيم س تكون قريبة من 
العدد ؟ من جهة اليمين وجهة اليسار كالآتى: 


اس 
ظ درس) 


1 
كرااف 


5-1 
ا 


ل لدد» 


ل لللد» 


0 
2 


بده 


جد 


١0 
3ر9‎ 


> يبين الجدول أنه كلما س اقترب من العدد ؟ من اليمين أو اليسار فإن قيم د(س) تقترب من العدد -6 


[[يلا حاول أن تحل 
2 قدر نهاية كل ممايأتى بيانيًا وعدديًا 
الله نبا( وس) 


س +5 


ف مثر 


©> الحل 


بيانيًا: يبين الشكل المقابل التمثيل البياني للدالة د حيث: د(س) - 0 


تقدير النهاية (النهاية لاتساوى قيمة الدالة) 
5 : ! 3 4 
(© قدر نبا سس بيانيًا وعدديًا. 
س-؟ه5 ا 


ونلاحظ من الشكل أنه عندما س > ؟ فإن قيمة د(س) > 6 
لذلك فإن: 


عدديًا: تكون جدولاً لقيم د(س) » وذلك باختيار قيم س القريبة من العدد ١‏ 


اس 


ظ د(س) 


١ 
شنا من ددع‎ 
س-»” س -؟‎ 
0 اوكا‎ 
مه‎ 4 


للع 


الن-» 


1 
ع 


يده 


جده 


إب) نبا وس" )١‏ 
كه 


١08 
0 


0 


1 


05 


> يبين الجدول أنه كلما اقتربت س من العدد ؟ من اليمين أو اليسار فإن قيم د(س) تقترب من العدد 6. 


لاحظ من هذا المثال أن: 


(١‏ الفجوة في الشكل البياني تعني حالة من حالات عدم التعيين - عندما س - ؟ 


ان 


كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


؟) وجود نهاية للدالة عندماس ع لاتعنى بالضرورة أن تكون الدالة معرفة عند س -؟ حيث إن س 3 ع - (؟] 


وهذه الملاحظة توضح مفهومًا مهما فى النهايات. 
أليل حاول أن تحل 
2 قدر نهاية كل ممايأتى بيانيًا وعدديًا: 
02 س"-١‏ © نبا س'- 7س -؟ 
س ١-»‏ س + ١‏ سن تع س - ؟ 
#طلرة : : 
2 نشاط 


استخدام التكنولوجيا في إيجاد نهاية دالة عند نقطة (الحاسبة البيانية) 
استخدم الحاسبة البيانية في رسم منحنى الدالة د. ثم قدر نهاية الدالة عند النقطة المبينة: 
(١‏ ا ا ار 

؟) د(س) كت 


( د(س)- خلس عند س ‏ ع صفر 
يمكن استخدام الحاسبة البيانية أو أحد البرامج جح الرسومية مثل (660960/0) 
فى الحاسب الالى أو فى التابلت لرسم منحنى الدالة كالا: 
من الرسم نبا د(س) - صفر 
س-» 


3( باستخدام الحاسبة البيانية نمثل منحنى الدالة د حيث 


د(س) - (عت!) ؛ 
من الرسم نبا د(س) ١-‏ 
(لاحظ الفجوة عند النقطة ١(‏ 6 


*') باستخدام الحاسبة البيانية نمثل منحنى الدالة د حيث: ص 
1 
د(س) - جاسد ' 


نستنئج من لات ا أ 
إن وجود نهاية الدالة عندما س -- > | لا يعنى بالضرورة أن تكون الدالة معرفة عند س -أ 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول ان 


ا 35ت تست سشزةسسطة 0 لل 0 
تفكبيناقح: إذا كانت الدالة د معرفة عند س ١-‏ فهل هذا يعنى وجود النهاية عند | فسر إجابتك. 


تدريب علص_النشلط: باستخدام الحاسبة البيانية أو بأحد البرامجج الرسومية للحاسوب أو التابلت قدر كلا مما يأتى: 
© نبا (م سم © نبا س'خة © نبا جاس 
س هه س-ه-5 س +5 ا ده سس 


9# تمارينس-| م 


02) قدر نهاية كل من الدوال الآثية عند س ٠-‏ 


دب(س) ص 


2 قدر نهاية كل من الدوال الآتية عند النقطة المبينة: 


9 
ا 
و٠‏ 


د(س) ص 


١؟س‎ 


04 كان الرواضيات اليحلة د علمد العبف الكانى الثاني 
مسوم يسبب 


© 5 1 
0 البيانى المقابل أوجد 
00 : 
1 - درس) 
دم 


(4) امن الرسم البباتى المقابل أ 
3 م بيانى المقابل أوجد: 
1 نبادر(س) ْ 


8 س ->+-75 
© در ) 


ه26 1 
اج د 
- ) س) 


9 در) 

60 من الشكل البياى المقابل أ 
0 بيانى المقابل أوجد: 
1 نبا(؟-س') 


ى سس 
© دز 


(9) من الشكل البيانى المقابل أ 
0 يانى المقابل اوجد: 
© نبا س"-ع 


انسل 


© د(- ؟) 


١ 1 42‏ 1 
من البياذ قابل أ 
لشكل البيانى المقابل أوجد: 


0 
0 ( (© نبا 
ا 0 درس) 
© :+ 
- در(س) 


كتا 
ب الطالب - الة 
ب - الفصل الدراسى الأول 


ا لبه إبيبسب بس سيبس سي بير ب 12515915 


4 أكمل الجدول الآني واستنتج محا درض] حوت درس ادنس »م 
و 


سس 16 كوا ١ 77773 ١‏ 2 ا ونا 1 


د(اس) ا 


() أكمل الجدول الآتي واستنتج الل جح نبا(؟س١١)‏ 


حت 97 


س ده 255 - 5-2055 اب 0-3 احا - ١1- ١ ١‏ 


١ د(اس)‎ 


9 أكمل الجدول الآتي واستنتج نبا سن 


عيرلا ص 


تن حكوه || دككوة | دكاككوة | حم كك ار | ار ١‏ ددرن 


د(س) . 


9 أكمل الجدول الآتي واستنتتحج نبا سن 


م 


0 ل 1 | كا | حجهعم ١‏ 06 | اسن | دض 0 


١ د(س)‎ 


65 باستخدام الحاسبة البيانية أو أحد البرامج الرسومية قدر نهاية كل ممايأتى ثم حقق إجابتك باستخدام القيم 


الإرشادية. 

© نبا (*س-؛) جا نيا (س"6-5) 
سرع س١‏ 

2 0 © . *+م 

ل ١+‏ _ 6 10 0 
سن 12 ان س-- 

200006 . 5 

.5 نبا (س + جاس) 9 نبا كن 
5 5 س 

© باد ك2 
وري من سحيب ١‏ || 

,04 ككان الرواضيات البحثة د علمى - الضف الكاقى القادو 


موجمج 77 171077777555777 1 


1001101111 1 10 


تعلمت كيفية تعيين نهاية دالة عند س - | بيانيا أو عدديًا عن طريق دراسة قيم الدالة 
بالقرب من س - أ وفيما يلي بعض النظريات والنتائج التي تساعد في إيجاد نهاية دالة 
دون اللجوء إلى الرسم البياني أو دراسة قيم الدالة. 


(؟ نشاط 
استخدم أحد برامج الحاسوب الرسومية فى رسم الشكل البيانى لكل من الدالتيين: 


2 ىم 
ابو ده د,(س) -س ١+‏ 


ماذا تلاحظ؟ 

أوجد: نبا د (س) 2 6 د,(س) 

ماذا تستنتج؟ 

-- 9 

نهاية الدالة كثيرة الحدود ‏ دمن صصبط لوأدممصيرامط هام عاصنا 


> إذا كانت د(س) كثيرة حدود, | 3 م 


دل 


-2) 
ْ 2003 
منا 
9 مذ ابتعويض المباشر 
3 5 طٍْ 53 الدالة د كثيرة حدود إذا 
(0) أوجد نهاية كل من الدوال الآتية: 0 0 
اله نبا (س'-*س+ه) 0 
عن 2007| شاك 
0 ن 
© نبا () كر ذط | طدة 
س >" ونه لق ن - 
© الحل أو اأوف مه الى د 2 
) نبا(س'-*س+ه) 
يرون يروو (بالتعويض المباشر) 
ابا نبا (-4)--6 لاحظ أن د(س) --؛ ثابتة لكل قيم س 3 ع 
س >" 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 


سوف تتعلم 3 
4 نهاية الدالة كثيرة الحدود. 

4 بعض نظريات النهايات. 

4 استخدام القسمة المطولة فى إيجاد 
قيمة نباية دالة. 
4 استخدام النظرية 


. () سن إن 
0-0 سنا 


“ار ندم 


ُ 


المصطلحات الأساسية لو 
4 نباية دالة 
4 دالة كثيرة الحدود 


مم تأعصيظ 6ه أتلمصنا 


ممغعصيط لمتصممررامم 
4 تعويض مباشر 
مهنأ أكطناك أععأما 
4 تحليل 
1120ماع و 
4 قسمة تركيبية و أوألاأما عناع !]لاد 


4 المرافق 3 ونازمه) 


الأدوات المستخدمة اها _ 


4 آلة حاسبة علمية. 


4 برامج رسومية للحاسوب. 


510 


وم :2 سس اس سه سطع و2 


أآتل حاول أن تحل 
02 أوجد كلا من النهايات الآتية: 
9 شنبا(س-ه) © نبا (#س'+س-6)) © نبا (/) 
س->»؟ س->-5 س->ع-5 
إذا كان نباد(س)-ل ؛ نبافىر(س)-م 
س > | س > | 
فإن: 
(١‏ اي حيث ك د ع (١‏ ل 
0 م 
7) شرا درس) فيرس)دل. امت لضا دك وريه 
س >| ا ايام ١‏ 
4) نبا (د(س))ن-[ن حيث ل5 د م 
س > | 
ني نال استخدام النظرية 
(5) أوجد كلا من النهايات الآتية: 
© نب '“س+» _ © نبا (اءس2-؟) 
س-ه-١‏ س" + اس - 0 س->-5 
الحل 
© نبا ( كس +7) 
©09 5 "اس + لا - س->-١‏ 5 معىر_الببن ل 
0 س-+-١‏ س "+ اس - 0 0 (س"+ "س - ه) 1 لد ل ن 
© تبا اعسام دا تبحا عم ع(-5)5-؟ جما كودع صحلاك1د 
سه 5 
لتلا حاون أن تحل 
() الحسب النهابات الآثية: 
600 يكنا س'- " إب) نباءا «س"5+١‏ 
سبع ابن ٠١‏ س ه-؟ 
إيجاد نهاية الدالة عند حالات عدم التعيين 
لامكن إبحاه. تنا دلس) حيث د(س) - ال ا باستخدام التعويض المباشر 
س١‏ 


حيث نصل إلى إحدى حالات عدم التعين 3 » ويبين الشكل المقابل 


التمثيل البياني للدالة د حيث نجد أن نبا د(س) -؟ 
س-؟١‏ 


وعد سيط الدالة:ه واخهيار الغو ايل المتقابية غير الصغوية تعيل للدالة 


ى.(س) - س + ؟ حيث وه (س) - د(س) لجميع قيم س 3ع .1١[-‏ 


04 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


> إذا كانت د(س) - ى.(س) لكل س و م - [1) 
وكانت 00 ى(س)-ل فإن نبادرس)-ل 


تت لل استخدام التحليل 
© وين التحليل لإيجاد النهايات" الآتية: 
1 1 ( س5 ١-‏ إب) ز س5 - ؟كس7+ ١‏ 


س؟١‏ س0 


©> الحل 
1 1 ) الإحظط أن درس) - 


ل 


ب ساس 12 
درس) 


1- 


اا 000 


درس) على الصورة. 


د تمن نسي 1 
9 (ح1) 


دس" + س ١+‏ - ى,(س) قاس 


من ذلك نجد إن د(س) - ى.(س) لكل س عو ١‏ 


وحيث أن نبا ف,(س)-"» 
س؟١‏ 


فإنه طبقًا للنظرية * نستنتج أن نبا د(س) -؟ 
س ١٠‏ 


اتسنا س-ط!_دم 
س-؟١‏ بن ١‏ 
تريقة الكسية المطوفة 


(:؟) نجد أن دالة البسط د(س) - ٠‏ وذلك بالتعويض عن س - »١‏ كذلك دالة المقام 
و«(س) - ٠‏ بالتعويض أيضًا عن س - ١‏ وهذا يعني أن العامل (س - )١‏ مشترك في 
كل من البسط والمقام» ونظرًا لصعوبة تحليل دالة البسط إلى عوامل أحدها (س-١)‏ 
نستخدم القسمة المطولة لنوجد العامل الآخر للمقدارس"- ؟"س"+١‏ كالآتي: 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 


فى عمانةة [افسة المطاواة 

(١)نرتب‏ حدود كل من 
المقدوم والمقسوم عليه 
ترتيبًا تصاعديًا أو تنازليًا 
بنفس الطريقة. 

(؟) نقسم الحد الأول من 
المقسوم على الحد الأول 
من المقسوم عليه ونكتب 
ناتج القسمة. 

() نضرب ناتج القسمة فى 
المقسوم عليه ويطرح 
الناتج من المقسوم 
للحصول على الباقى. 

(5) نستمر بنفس الطريقة حتى 
الانتهاء من عملية القسمة. 


/ا6 


بم 0 000 0( 002 00 000 0 0 92١‏ مجموو ببب بجح +اللس101 


يمكن استخدام طريقة ميسطة لإجراء عملية القسمة 
تسمى طريقة القسمة التركيبية 
نستخدم فى هذه الطريقة معاملات كثيرات الحدود كعايلى: 


خطوقا: نكتب معاملات| لمقسوم مرتبه تنازليًا وتساوى 
المغعاملشق ب 5 -ة 


المقسوم عليه بالصفر للحصول على قيمة س كما بالشكل: 

0 جور ان ع 2 1 ل ١‏ كه ٠.‏ 
خطعقا اترك أول سامتر ضري السامل الارلاتي ماسرو كب اللازج 0 
أسفل المعامل الثانى ثم اجمع. 0 
خطوقية: كرر عمليتى الضرب والجمع. 


نجد أن معاملات خارج القسمة هى: ١٠-١‏ ء -1 على الترتيب لذلكء فإن خارج 
القسمة هو س" - س - ١‏ 
أى أن: س" - اس" + ١‏ - (س - )١‏ (س" - س )١-‏ 


200 لضا شاط 5 اه لاست طل فا 


س١‏ (س١٠١)(س+5)‏ بزب لمن ا 
ليل حاول أن تحل 
(5) أوجد: 
0 0 س5+م اب "سس -م 
ذا نبا م رب 1 1 
س- 3-4 كنل س 6ع سن اسن 
)2 س" - س" - وس +17 5١‏ س"- ١٠س‏ -؟ 
ا 0 س5 اس"5+ اس -" 
س>» س ->- 
9 مثال 570098 ْ 
آ- استخدام المرافق 010006 
(4) أوجد النهايات الآتية: 
ع كن سج 
س > سس س->6 باس +ع -؟ 
© الحل 
"7 م 5 . 5 
9 لاحظ أن: د (س) - لد غير معينة عند س - 6 
5 ٠س‏ - 5 1 ,لاس -5 +1 6 من - ١2#‏ 
بي ا لأس-# 1١+‏ لىع (س-6)(م٠‏ س -5 )١+‏ 
(س -4) 
سس 4 (س -6)(م! س -» )١+‏ 
١ ١ ١‏ 
أن كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثانى الثانوى 


ول7س سس 


(© : س"' اتات س " - تر د يعلد 


5 س (س ) (,اس +ع +مم) 3 س - 0)( ماس + +0) 
6 0-2 1 و (س -0) 
- نبا س(م! س+غع +؟)-5+9(6)-.؟ 
1 سمه 
أليلا حاول أن تحل 
52) أوجد النهايات الآتية: 
55 كسا - 00 
0 نبا انع لعن سل ب 2 م 
إذا كانت الدالة د على الصورة د (س) - هك اكد در : دق انه 
له 


2 نشاط | 


استعن بمعلمك للبحث فى الشبكة العنكبوتية (الإنترنت) عن طرق برهان النظرية (6). 


منا 
تت 0 إيجاد نهاية دالة عند نقطة باستخدام نظرية (؟) 


41 من*‎ ١ 
9 أوجد 0 من‎ )0( 
الحل‎ >© 
ام‎ 
١ م8‎ ")9(4- - 7 
س>»‎ 
نتائج على النظرية:‎ 0 
لل ورتم اا س2 ران اندم‎ 956 
1 تلك. ص كم ا‎ 
9م مثال‎ 
أوجد:‎ © 
(س + ه)؟ - 80 © دل س'-"‎ : © 
سس س7 اس" -ع‎ 57 
5 ا‎ © 
نبا لس 9 ساد‎ 
0 0000 ١1+-س س-”‎ 
كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول نان‎ 


ال لل بص ببسيس ببسي يي بس 251212 


كيجا اتسلتتتي.وز 1 
2-6 م |؟) _صدد_ج 


س-٠5”‏ 
عواا) مم اال ب 
د«رم الم 
© نا س5 - ؟؟ 0 نبا س5 - (5)15 كذلك فإن 
0 وان ده ع عٍِ ٍِ 
س-+1١‏ "اسن س-؟+1١١‏ س” 5)١13(-‏ 1 
6 
3 دع ه داه 
لاد ”) ١1*22‏ مم 
3 
[آي حاول أن تحل 
0 أوجد 
79 نبا س +1 ل مشاست © نسب #س+ه6-: 
سس - 0 س1 س-؟1١‏ ودلا س-/7 س - لا 


س->٠”‏ س0 
-- 
5# تمارينم-) ‏ 862 

أكمل ما يأتى 
0 : س - ؟ س" - س 

متحا كات 0 نبا ل 0 0 نبا ِ- ل 

س5 س١‏ اس ان 

س'- ع ! 1 الاسن اج 

(© نبا سك لعا يجيد ابيا 9 نبا شم © اسم 

س-٠‏ 5 س >| 3 س-٠5”‏ سس 

١ 
ما‎ _١ 5 

طم 1 ا 5 

س-؟١‏ 5-0 س-+ 5 0 
اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجايات المعطاة: 

١ 5‏ 
260 نبا سد تساوى 

١-4 س‎ 

١ © -‏ ل © نيس للدالة نهاية 

٠٠١٠‏ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثانى الثانوى 


وججج2 - 0 ب ب 171077777755007 1 


7 7 حرم م 
١ 0(‏ رب 22 ات 
م 12 بي 

2 تحب تساوى 
س->1١‏ سس 
: م ١‏ م 
09 صفر -- له ١‏ 

. ظاس . 

9 حبسا 5ظ تاوق 
لك 
ا 5 2-0-2 
0 رب) ١‏ رت 7 
. س” - 760 الى 

69 انبا 2 تساوى 
س->»” سس -/ا؟ 

. لات (ج) ١٠١‏ 
. س7 50 

كيبا كا ايا وعرد نان شارف 

س5 س -5 
١ (١‏ إب) ١‏ زج) ٠+‏ 
3 6 6و 

نبا 0-0 تساوى 
س-+5 (س-؟) 

6 -؟ 8 ى: (ج) هو 

7 3 و--. صعر 522 
أوجد قيمة كل من النهايات الآتية (إن وجدت) 

١+5 5 8 

59 نبا(س'-*س +؟) 9 نبا شي 
س->»؟ س->» سن 
: جتا "اس . س ١+‏ 

با © با عد 
سج اس سن به 1 من 

س" - لاس + ٠١‏ س" اس + ه 
ما ا لاما ات 
من ب+ 75 امن - اسن س > 
١‏ 

© باالتمسك ‏ - © با عدا 
ود س 2 
س-> ٠‏ سن 3 

5 س" + لاس" - ١١س‏ +ع س"- 6س" - س +ع 

١ 3‏ س" - 6س 9 ع #س"- لاس -ع 
س>» س 

22 1 س 19-5" 32 . س5“ - (5)15 
؛ نس -؟ / س -؟ 
س5 س5 

ا بدلا 
سل عام . ز س>7- اما 26 
59 س ه؟ س - 5 9 نبا س؛ -م61؟ 


2 
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69 نيس للدالة نهاية 


(05 ليس للدالة نهاية 


(© ليس للدالة نهاية 


(© ليس للدالة نهاية 


6" ('س - جاس) 
ةا 
ون .دين 
س->56 س' - ١م‏ 
س + ماس -؟١‏ 
س >5 س - 1 


1١ 


نبا(؟: ختس) 
سس سس 


س١‏ 
ننه 
5 57 

س > ؟ س'- "اس + اس - ١6‏ 

لاس - ١‏ 
برهن نا 

]اس - " 
00 دده 


٠١6١ 


(س - ١-1)‏ 1 (س - ؟ه)"١‏ - س72١‏ 5 س؟ 71١‏ 

2-0-0-0 لوح سي الاي 0 

. ع ده)؛- ام ل٠اس"5‏ 2م 5-2 س"+م -5؟ : ما س +لا -5 
5 9 انفد شن 689 نبا ولا رشيينا الل 7 

هص ٠.‏ س١‏ س->-؟ مع 

. عام +1 -؟ ١‏ س" - س -؟ . ؟س-١)؟-١‏ 

س +5" اسل 9 س->-١‏ سس س ه. 

: كد . س "+ 6س +ع 1 «الاس ١+‏ -م 
2 0 0( 2 نبا انك 0 / ١‏ 60 نبا س -ع 

س؟١‏ او س->ع-5 اس ةا سشندة 0" س 6ع 


69 الربطبالحجم صنعت علبة مفتوحة من أعلى من ورق مقوى على شكل مربع طول ضلعه 4؟سم وذلك بقطع 
مربعات متساوية من أركانها الأربعة. طول ضع كل منها توس 

أولًا: ارسم شكلًا توضيحيًا للعلبة. ثانيًا: أشنت ثبت أن حجم العلبة يعطى بالعلاقة ع - س(6؟ - ؟ س)" 

ثالنًا: : أوجد حجم العلبة عندما س - ؛ وذلك بدراسة قيم الدالة عندما س > 4 مستخدمًا الجدول التالى: 


6م ا 3 ع ج اع ع 0 
ام ل 0 00 5-65 2 لا مع ١١‏ لكا 0ه 
رابعًا: استخدم أحد البرامج الرسومية لرسم العلاقة والتحقق من أن القيمة العظمى للحجم توجد عند س - 6 
69 إذا كان نبا هاا لأرجلة خبحنا ورس) 
س-+” س0 س5 


69 إذا كان نبا دلسبا. و فأوجان: 
6 
06 عا رس 099_ب دس) 


4ج من 


60 5200 وجدت شركة أنها لو أنفقت س من الجنيهات للدعاية لمنتجها ء فإن ربحها يعطى بالعلاقة 
درس) -؟, ٠‏ س؟ + ١غ‏ س + .160١‏ أوجد مقدار ربح الشركة عندما يقترب إنفاقها على الدعاية من ٠‏ جليه. 


30 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 
سس ساسسبببسببب 


11717111 0[ 4 1111211012 41 11/7011 


نحتاج فى كثير من التطبيقات العملية والحياتية إلى معرفة سلوك الدالة د(س) عندما 
سه م والنشاط التالى يوضح ذلك. 


لحم 0 
(" نشاط | 


استخدم أحد برامج الحاسوب فى رسم الدالة د 
حيث: د(س) - 


ع هب 
ماذا تلاحظ من منحنى الشكل إذا ازدادت قيم س س 
الموجبة حتى تقترب من ما لانهاية؟ 

من الشكل المرسوم نلاحظ أن: 

> كلما زادت قيم س واقتربت من ما لا نهاية اقتربت قيم د(س) من عدد محدد. 
أكمل الجدول التالى لإيجاد العدد الذى تقترب منه دد(س) 


س -> مه 


نهاية دالة عند اللانهاية 


ا أناتكاضا غ0 مملعصبط ه كه غأزدذا 


من النشاط السابق نجد أنه كلما اقتربت س من ما لانهاية اقتربت قيم د(س) من 


حت ن 65" انانة) 


0 0. 


اد 


قواعد أساسية: 
س -64ه 
>> إذا كان ن عددًا موجبًا فإن نبا س ن- مه 
إ هجا 
لاحظ أن: نظرية (؟) المتعلقة بنهاية مجموع أو فرق أو ضرب أو قسمة دالتين عند 
س + ل السابق دراستها في الدرس السابق صحيحة عندما نضع س »ع« بدلا من 


ويدوا 
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سوف تتعلم 3 

4 خباية دالة عند اللامهاية. 

4 إيجاد نباية دالة عند اللانباية 
باستخدام الحل الجبرى. 

4 إيجاد نباية دالة عند اللانباية 
باستخدام ا حل البياني. 


المصطلحات الأساسية ١‏ 
4 نباية دالة عند اللانهاية. 


لإأأصقصا غ3 ممتأعصيظ عه أتلمنا 


الأدوات المستخدمة لها _ 


4 آلة حاسبة علمية 


4 برامج رسومية للحاسوب 


١١ 


ويببييممر 2 التتتتت ل سه كك صصسصسر_ بي جا 121000000 
ذف منر 
6 0 
© نبا زليم © نبال - ) 


ين ->099 ين سر 
> نم تحنو هن ذلك يياذًا باستخدام د البرامج الرسومية. 


© الحل 
1 شالك 0 حخااتحاا ابام 


س - 6ه س 0ه ا | سمه 


دعبم دم 


ع 0 .تاه شما 


س -064 س -664ه0 س عه اس" 
1 كان نقصيا- - 59-2 كام دع 
س->006 
5 5 
نبا (--)دع 
فل بج :90 اس 
[ليا حاول أن تحل 
02 أوجد: 
دك نبا 50م اب | تسا 0-0 
35 سه 
9م مثال 
© أوجد: نبا (4س-س"5+ه) 
س -606ه0 
© الحل 
نباس'( 075+ بب) 
س -66ه0 
8 : 0 
2 نبا س" »ا نبا د 
س ->6©66 شك رةه سل 
1١-060‏ --مه 


٠‏ كتاب الرياضيات البحئة ب علمي - الضف الثاتى القانو 
رووص سسسب سبي 


آي حاول أن تحل 
© أوجد كلاق النهايات الآنية: 1 
لإ نبا (س"+ لاس" +؟م) © نبا (:-؟#س-س») 


هن 08:7 س -+66ه 


فق مثر 


(5) أوجد كلا من النهايات الآتية: 


© بن "اسه" © نبا سال (© نبا "اس'-" 
00 #اس” +1 لاس9 +01 00 #اس” +1 
س -664ه س -66ه9 س ->6 6ه 
© الحل 
فى كل الحالات يقسم كل من البسط والمقام على س" (أعلى قوة للمتغير س فى المقام). .رس) 
. 3 
نبا 6-5 
02 0 تل عن 535 
(أ) نبا أن »> 5 55 
1 عاس" ١+‏ : 5-1 + 
بفل -0 نبا (0+م) 
مه س 
س> 
1 ط 
نحا (؟ 2ع 
١ب‏ 3 | "س5 -؟ تَْ نين سه:90 
0 0 "س5 ١+‏ نبا ملك 
ا 3 
لمن :00 من 
8 شك كن 
تددن 
. م 
نبا 0 


#6 . بالس"؟ - ؟ س -4 6ه 
© نس ستل - 
سام #اس5 ١١‏ قينا راس ) 
سس 


نستنتج من هذا المثال أن: عند إيجاد نبا 00 حيث كل من د(س)» ر(س) دوال كثيرات الحدود فإن: 
> النهاية تعطى عددًا حقيقيًا عقيفنا لايساوى الصقر إذا كانت درجة البسط - دزي النقاء. 

>> النهاية تساوى صفرًا إذا كانت درجة البسط< درجة المقام. 

> النهاية تعطى + 0 إذا كانت درجة البسط > درجة المقام. 


> يستخدم هذا الاستنتاج فقط للتحقق من حلول المسائل باستخدام النظرية والنتيجة ولاتعتبر طريقة حل. 


لي حاول أن تحل 
29 أوجد: 
آذ 74 ك آم 
7 نبا نس'-"س 1١‏ © نت ؛س'-وس_ © نب -تس'١٠١‏ 
0 ' 0 لسغ +لاس" -؟ 3 "اس 7 + س - ؟ 
س > مه سس نس همه كنس عن س -64 مه عن ان 
كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول ٠‏ 


ا لل بص ببسيس ببسي يبس 2591921252 


سي الوهدة الثالثة؟ انماياتاوالاتصان _ 1 2 ل مايال رابالا ست 


ف مثل 


(4) أوجد النهايات الآتية: 


7-1 0 كي ا 0 
اا نبا سن : زب) نبا ( س - س5 +ع ( 
س -606ه س| دا س 6ه 
© الحل 
© نبا س'-" 
س -6064 | س|5 ١+‏ 


. س > ٠‏ أى أن |س| -س 


نبا س؟- ؟ 


: 
سل عم سس" ١١‏ 


بقسمة كل من البسط والمقام على س؟ 


اتبنشا (سن اس 22) 


س - 00 
رادل (س-لاس"+1) > (ساتلاس"+1) 
س -0©4 ١‏ (س +ماس” + ) 
س"'-س"-ع 
س مه س + ماس" +ع 
نبا 2 
سمه س + ماس" +ع 


4 3 
1 . 2-00 عه ف - 1 - ه 
ا ا 
س- 90 سس 
[آيا حاول أن تحل 
() أوجد النهايات الآتية: 
دك . عع 5 . 
بأانها _ جيل © نحا ابي -باسن) 
س +©» 8 6س5 5012 س -9©6 
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وججججججج2 0_١‏ ب ب 171775777550507 1 


9 نبا(س"+دس"'+) 08 نبا ل 


س -9©66 سس ->9806 
0 
3 6س . 
2 تينحا ب 9 نبا 
سنس همه سن س ->6 6ه 
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نينا (#1س١2-‏ ” س + -١‏ ؟ س) © تبصا (! هدس 4+١‏ س ٠+‏ -م+ادس ؟+س- 9) 


عن :و0 


س -04ه0 


س 60 


سن ه00 


(س7(01-اس") © إذا كان نبا ( إس 8+7 ب س + ه -؟س)-"#فماقيمة كلمن أ ب. 


"اس (س؟ +107)” س > مه 


س١‏ غإه "س7 ءءء 


2 
50 
60 
69 نبا س(اءس1+7-؟س) 69 انبا ستم يا شط 
5 
50 


؟'"س” - س5 1١+‏ 


5 01 8 5آ مك 1 
اس اس در 

لد لك اعفد 
س > مه سس و 


تنتج إحدى الشركات بطاقات معايدة بتكلفة ابتدائية قدرها ٠0٠١‏ جنيه وتكلفة الكارت نصف جنيهء فكانت 
التكلفة الإجمالية ج - + س + ٠‏ ححيث س عدد البطاقات المنتجة. 


أوحجد: 


5 


ر 


0 
... 6 


٠‏ كارت 


© أوجد تكلفة إنتاج الكارت عندما تنتج الشركة عددًا لا نهائيًا من الكروت. 


6١ 
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وجججججج2 - 22 ب ب 700707 7 0 


نهايّاتالدوال المثلثية 
"١ 117111115 0 1712011011171 5‏ 31 4 


هي ف ك3 
ملا ف 
© نشاط دهم 8 
4 خبايات بعض الدوال المثلثية. 

اذا كانت د دالة حيث د(س) - جسن والمطلوب دراسة قيم الدالة د عندما س > . حيث 

ك0 
س قياس الزاوية بالتقدير الدائري 
كوخ عدرل لدواسة سلريك الداللابوابى) 22 ,ميزه تقربي بن ليق اعفن 

سن 

مستخدمًا التقدير الدائرى 


١‏ 3 2 5 | 2 | 1ك 


ظ 0 1 
حا 5 
لان م | د | لكك د سم اك ا 20 المصطلحات الأساسية ١‏ 
0 


5 4 دالة مثلثية 
من الحدول السابق استنتج نبا التتطككة ممأعصبط عأغأع مممصموم1 
س6. أن 4 خباية دالة مثلثية 


[آعرا 55 مهأ أعصنط عأنأعممممهوكن! 3غه أتلمصتا 
26 تعلم | 


إذا كانت س قياس الزاوية بالتقدير الدائرى فإن: 


ا عات ” ردب ظاس ل 
سه ٠‏ 0 سمه سس 
الأدوات المستخدمة أها_ 
ص ص 4 آله حاسبة علمية 
5 3 4 برامج رسومية 
١ 1‏ 
ص 7 1 
_-1 
جا ظا 
د(س) - اسن درس)- 0-2 
3 سس 
0 كا 
إذا كانت س قياس الزاوية بالتقدير الستيني فهل يمكن إيجاد نبا جاس 
ف بدا عا 0 
جا 2 
جاع _ ا ظاأس ا 
نتيجة : -َ بي لتم 
كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 16 


ال ل بص ببسيس ببسي يي بس 251215 


ليلا حاول أن تحل 
2 أوجد النهايات الآتية: 


© نبا وس" فنا ؟س ظظنا س © نبا احجاس 
سن 07 بده 
١٠١‏ كثات الرياضيات البحئة + علمى --الضف الكاتى القانوئ 


امججحجج !- ١‏ -«<9ب6ب97ب!_7ب9)_7بب_ 171777775569777 1 


ف مل 


(5 أوجد النهايات الآتية: 


8 جا( 0 
اج 0 ١‏ ١-جتاس)‏ 
يا 
ب 
© الحل 
“م 1١‏ 0 
© -2 شنا راس" اس 
حب “اف سس 
ذا 
0١‏ لوسهم 8 
-خ نبا (س-١+‏ س 
ترعة 


أل حاول أن تحل 
2 أوجد النهايات الآتية: 
0 شبسا جا 'اس 
س ٠4‏ وس"-4س 
(ج) ٠‏ جا" 
كت نبا لعج 
س هه سس 


(#) نبا جا(س١١)‏ 


س» ١‏ س "+س 7 


الل ذا سجاءاس + حا" اس 


س-؟١‏ طا" ؟'س + س"” 


كتاب الظالب - الفضل الدزاشى الأول "١‏ 
ا لبه إببيبسسب بس يسيب سس يبي 2159212 


انها 2 ا رارق 
بار ان 


الل ضف له 9 ١‏ 
69 عمجا © سدضمازى 
بن + تلوة 
9 صن 9 2 (ج) ١‏ 
حا ؟ نلا 5 
9 نبا جا'س ا تظاس تبراوى 
ا 
5-6 8 همه وهم - 
١ 0‏ - رج 3 
طا" ؟ س 37 
29 سان ا تصارق 
6 ء (© ١‏ اج) 5 
أ ©  )(‏ 
جا+ س 
س- هه اس 
هعم ١ © . 9 ٠١‏ 
ال زج 1 جا 
حا 
1 مس : 5 
© نبا -- حيث س بالتقدير الستينى 
افق سج عن 
3٠١ © ,/1 5 "1‏ 
١ 0‏ كه 7 2 7 
١‏ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثانى الثانوى 


وجججججججج2 ا 7ب سب 101777755050707 1 


22 


© © 


© © © © © © © 5 5 © هته 


برب شين 
رل جا س(١-‏ جتاس) 
13 
ا سس 
جا" س 
ب سس 
دبل (١-جتا'س)‏ 
57 س1 
ما 
رهن س-س جتاس 
جا" »* 
سس »6ه عد لثوة 
نيحا س جتا (-"س+١)‏ 
س1 س" 1س 
5 ١-حتا‏ 
نبا (١+جتاس)»ا‏ د 
سس همده سس 
5 | جا دوس"+جا"'هدس 
. 00 
س ->» اس 
رام "س"+س جاهوس 
: "-ظا؟'س" 
س-» كل سن 
5 ظا كس +ه جا" س 
رك بها اين دظا دس 
زد ١-جتااس‏ 
س2 حتا" اس ١-‏ 
ظا ءاس "+ جا" هس 
شن م 
جا (جاس) 
س-ه. هدجاس 
نبا س (قتا؟س -ظتا؟ س) 
ص 


1 ؟(١-‏ جتا 
| *(1- جتاس) 
0 سس 
5 جحتا س ظا 
: ) جتا س ظا س 
سس 
: | ظا »" 
2و 
سه ٠‏ سس 
١‏ حتا س - ١‏ 
| 3 
57 جاس 
١-ظا‏ 
5 س 
واي ساس داس 
رل س"'-؟جاس 
ل س 


: ظا عكس” +حا" ه 
7 ا سن سن 


5 


© © © 5 5 © © 2 2 © © © 


4 


س ٠»‏ سِ 

: ؟'س"+ جا؟ 

/ ا ا ل 3 اعرف 

س-6 ٠‏ "'س +ظا اس 

زا ١-جتاس‏ + جاس 
-١‏ جتاس - جاس 

سه . ه 

5 ز[ س ظا ؟ س 

سن . س"5+ جا" اس 

رسن ؟-جتا؟ س - جتا؛ س 

سيد س 

سك؟اتج-١‎ ١ 5 

س هه جتا " ه س ١‏ 

سل4. جتا(2 -س) 
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١1 


ا بصب إبيبسسب بس يسبيب سس يبي 1259591522 


كحت وجود انهابته للذالة عند 
: / تقض ١‏ 


100171 4 41 1111212011 4 زه 11771112 كزه اوتا 


ل ٠‏ ها فكر و ناقش 
4 النهاية اليسرى للدالة عند نقطة. شكل )١(‏ 
4 ببحث وجود نباية للدالة عند : 0 


0 يمثل منحنى الدالة د حيث 


> أوجد نبا د(س) (النهاية اليمنى) 
ع 


> يبد عبسا د(سن) (النهابة البسريق) 
لول المصطلحات الأساسية 7 


4 نباية يمنى اتنا غطوته هل نبا د(س)- نبا درس) 
س ه59 س ه05 


4 نباية يمسرى لمانا عا 


شكل (5): 

يُمقل الدالة رححيث 
1 لكل س > ٠‏ 

دص ل كل ا 

> أوجد فسا ررس) شكل (؟) 
0 


> أو جم لبارزس) هل نبا ورس)ء تبساراس) 
س-4. س-هه. 


فين اه 


هآ ا الأدوات المستخد خمة ‏ - انا تعلم © تعلم 222١‏ ) نهاية الدالة ‏ 0مزاءمباط 0 01 انا 


4 آلة حاسبة علمية النهاية اليمنى والنهاية اليسرى 
4 برامج رسومية للحاسوب يقال إن نهاية الدالة د تساوى ل عندما س تؤول إلى | إذا وفقط إذا كان نهايتها من 
اليمين ونهايتها من اليسار عندما س تؤول إلى | متساويتين وكل منهما تساوى ل حيث 
لدع 
وتكتب رمزيا: 
نبا د(س)- ل إذا و فقط إذا كان: د (*) -د (1) -ل 
س >| 
حيث: د(أ) - نبا در(س)« النهاية اليمنى للدالة» 
س |1 


د(ا)- ا در(س) « النهاية البسرى للدالة» 
وك جدنا 


ج1١‏ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


(6 لاحظ فى شكل )١(‏ أن: 

دلكد ‏ ا م ودس شكل )١(‏ 

0 

3 لايوجد نهاية للدالة د عند س --->» 0 نبا د(س) غير موجودة 
س -؟١‏ 

(©) لاحظ فى شكل (؟) أن: 

د(١1)‏ -؟م 3 د( -؟ 

.*. د(١1)‏ - د(-1) دم 


.٠.‏ نبا درس)-؟ 


بسن سه ةا 


أل حاول أن تحل 
0 ادرس الشكل البياني لكل دالة من الدوال الآتية ثم أوجذ: 


د(س) 


00 ١١م‏ 0560م 0 5م 

(© 5 (م 000 ى .م 

9 نباد(س) © نبا د(س) © نبادرس) 
س ١١+‏ س١‏ س-ه. 


ف مثر 


ش ]اس | عتدماس ٠‏ 
6 ابحث وجود نهاية الدالة د حيث د(س) - | |س| 0 عددها ين سه 
الك تله كدت عل 
© الحل 9 
بإعادة تعريف الدالة 
س(-س)-١‏ عندما س <. -دس"1-7 لكل سن < ٠»‏ 
درس) - - 
ماد عندنا! من + ١‏ سن 
سس 
د(0.)- نبا در(س)- نبا (-س5-١)--١‏ 
بشن 0 عدا 
د(0:) - نبا- ١-١‏ "وز ) دو( ) ددا .٠.‏ شيا د(س)-١‏ 
سس 5.6 ين سه 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول ١‏ 


ام-2 سس ساس سه كس طن 2 


أآيا حاول أن تحل 
0 إذا كان د(س) -1 |إس -؟] 2 س عو م 
0 س -؟ 


فابحث وجود نبا در(س) 
س »5 


([6 ابحث ورجود نهاية للدلة د حيث:د(س) - ده لكل س < 
س +ظا ؟ س عندماا س -> 
9س - جا ٠س‏ لكل س > 
©> الحل 
575 س5ن'س را زرح س(س+؟) 
سن نه- نت س 
- نبا (س+١)-؟‏ 
6 س0 سن ظااس ظا'"س 
1 س + ظا ؟ س 35-7 0 1 سن 
/ سوا د ووه لاس جالاس تسا جا٠اس‏ 
د لك - 0 
6ك دم 7 35 سَ 
د د 
“.1 د(0) عو د(.) .٠.‏ نبا د (س) غير موجودة 
شن هاه 
ليل حاول أن تحل 
() ابحث وبحود ثهابة للدالة وعتدهاس سم جر حيث درس) - تاتيل لكل س < 71 
ع 
جتا س لكل س > ]1 
9 مثال 
© ابحث وجود نهابة للدلة د عندما س سه ١‏ حيث: د(س) -م س - ١‏ 
©> الحل 
:.' د (س) معرفة لجميع قيم س - ٠ > ١‏ .“. مجال الدالة د (س) »1١[-‏ ©[ 
لاا لل و بيبخ 


١ 
نبا د(س) .5( - نباطما س - - صفر‎ - (5. 
21١ س-‎ 2١-س‎ 
١ غير معرفة لأن الدالة غير معرفة على يسار‎ )١( د‎ 
١> ...د (س) ليس لها نهاية عندماس‎ 
ألا حاول أن تحل‎ 
امدق وهو تهانة للدالة عنما بن نه اسيك د (ش]) دما دس‎ 0 


0 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 
ا6ا464646االلصق2525252556662522225666ش2شتم000 


أكمل ما يأتى: 

© من الشكل البيانى المقابل: 
6 بل: 
اك نبا در(س) - 15510111 


ين ح- 


(ب) ٠‏ 
- د(س) - ا 0 


42 3 الشكل البيانى المقابل: 


7 دا 
لجا د 
إء - 
م 507 0 


422 من الشكل البيانى المقابل: 


00 5 
0 0-0 د(س) - 1 1111111 
ب . 
ل نبا َ 
9 ا در(س) - ا 
0 - د(س) - لظ 
3 9 
رافح نبا - 
0 0 درس) - 1117171111111ظ12 
.ه نبادر(س)- 

0 0 
الدالة 5 

© لدالة د معرفة على ع حيث د(س) 
حيث درس) -] " 

0 م 
© نبا د(س) -. 

يد زز ‏ 1 01171 
الدالة 2 

© لدالة د معرفة على ع حيث د(س) 
حيث د(س) -] "١‏ 
ا 


| ) ”7 
للك نبا د(س) ان 


+ 


٠ سه‎ 


2 إذا كانت اك لكل س> 
' ب 
559 لكل س < ٠‏ 


0 نبا د(س) - 0000 


س4 .+ 


كتاب الطالب - الة 
لب - الفصل الدراسى الأول 


ا لبه إبيبسب بس يسبيب سس بير ب 122915915 


بل لت للسسسسسست*” 3 لسطة” ١‏ :د :لل 0 
ابحث وجود نهاية كل من الدوال الآتية : 


29 اال 0 لكل س < ١‏ 
90 س" لكل س >> ١‏ 
2« الماع 0 لكل س < »" 
عا ام اا لكل من >م 
© سس سه لكل س < . 
د "اس + ١‏ لكل س >> . 
© ال لكل س < ١‏ 
ود 3 لكل سن د 
0 أوجد قيمة م حتى تكون د(س) لها نهاية عندما س -- ١‏ حيث د(س) -] تتا لكل س < ١‏ 
١س‏ - ام لكلس>٠١‏ 
"جا س لكل س < جر 


٠-7‏ س 


4 ابحث وجود نهاية للدالة د جد ل 
+١‏ جتا س لكل س > ]1 


عندما س “726 


9)) أوجد قيمة كل من م, ك إذا كان نبا د(س) -/اء 0 لكل س < ١‏ 


س5 


دس + ك لكل س > م 
(9) أوجد قيمة ك التى تجعل للدالة د(س) نهاية عندما س --> ١‏ حيثء د(س) - 1 س"+ك لكلس< ١‏ 
س +ع لكل س > ١‏ 
(69 ادك وجوه قيارة الدالة عرد ماني سه ناوي وري -] فس +ظااس كن هه 
1س + جا س 
جتا س لكل س < ٠‏ 
(659 ابحث وجود ثهاية للدالة د حيث د(س) - 5س لكل - 2 < س < . 
ظاس 
الاق الكل 
9)) ابحث وجود نهاية للدالة د (س) - - عندما س --> ؟ 
س - 
١4‏ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


وجججججججج2 ا 7ب سب 101777755050707 1 


١ 9 201111121111 


4 اتصال دالة عند نقطة. 
تأمل الأشكال الآتية ثم بين ماذا تلااحظل؟ 4 اتصال دالة على فترة. 
ره ص 
ورك سس 
المصطلحات الأساسية ١‏ 
4 اتصال دالة عند نقطة 
د (س) - إ|س| د,(س) - ٠"'س"‏ 


أمزه2 غ3 ممأأعصيطظ و آه لإأأناماخمم» 


شكل )١(‏ شكل (59) 4 اتصال دالة على فترة 


أونتعغخصا مه ممتاعصيظ 2 6ه لاتناص تاحصم 


ص ص م 
١‏ 
1 
١‏ 
١‏ ا 
سس ١‏ 
١‏ 
آ 
١‏ 
سس ١‏ 
1 
١‏ 
١‏ 
١‏ لكل س ١2‏ ددر(س)- ف 
دن ) - أس + ؟| 0 5 ا« 
وه 1 ارس 4 الأدوات المستخدمة 
ب 4 آلة حاسبة علمية 
شكل (7) شكل (1) 4 برامج رسومية للحاسوب 


فى شكل )73(:2١(‏ نلاحظ أن منحنى كل من الدالتين متصل وغير متقطع عند أى نقطة. 
فى شكل (7) منحنى الدالة غير متصل عند س - 0000 

فى شكل (5) منحنى الدالة غير متصل عند س - 00 

مما سبق نستنتج أن الدالة (د) تكون متصلة عند س - | إذا كان منحنى الدالة لا يعانى 
انقطاعًا عند هذه النقطة» وتكون الدالة غير متصلة عند س - | إذا انتقطع منحناها عند 
هذه النقطة. 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول ١0‏ 


اتصال دالهة عند نقطهة مأ20 32 مهملاع مه 3ه ااام امم 


د(س) د(س) 


شكل١1)‏ شكل (؟) 
تأمل الأشكال السابقة ثم أوجد نبا د(س). د(١)‏ إن وجدت. 
س؟١‏ 


فى الشكل (1): نبا د(س) -1» نبا د(س) -؟ أى أن نبا د(س) غير موجودة بينما د(١)‏ - ١‏ 
عن 


- ع 
فى الشكل (؟): - د(س) - 21 ديسا د(س) - ١‏ أى أن - د(س) - -1١ء‏ د(١)‏ غير معرفة. 
ا د لم > 
فى الشكل (”): نبا د(س)-”ء نبا د(س)- ”أى أن نبا د(س) - " بينما د(١) ١-‏ 
س- 21١‏ س-؟١0‏ س-؟١‏ 
أى أن: نبا د(س) #*د(١)‏ 


١؟س‎ 


لذلك تكون الدالة د فى كل شكل من الأشكال السابقة غير متصلة عند س - ١‏ 
تكون الدالة د متصلة عندما س - | ؛ إذا تحققت الشروط الآتية معًا: 
> د(ا) معرفة > نبا د(س) موجودة > نبا د(س)-د() 
كن 


س->| 


منا 
ني لال بحث اتصال دالة عند نقطة 


١ <‏ 
ابحة اتصال الدالة دض ف ورين عات لكل ان 
ع عند س - ٠‏ 05 عند س ١<‏ 
© الحل 


الله بحث الاتصال عند س- . 


د(:) -:. نبا د(س)- نبا س - صفرء 
من سها+* 


٠. سه‎ 


أى أن نبا د(س) - د(0) 
ا 
لذلك فإن الدالة متصلة عند س - ٠‏ 


5-53 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 
ووو سس سبي 


© بحث اتصال الدالة عند س - ١‏ 
نلاحظ أن قاعدة الدالة يمين النقطة س - ١‏ تختلف عن قاعدتها يسار تلك 
النقطة لذلك نبحث وجود نهاية يمنى ونهاية يسرى للدالة عند س ١-‏ 
د( - نبا (س+١)-1(325)-‏ نبا س ١-‏ 


س-؟١‏ س ١+‏ 
أى أن: د(١‏ * ) 6 (د(١1)‏ وهذا الشرط يكفى لعدم اتصال الدالة د عند س - ١‏ 
والشكل البيانى يوضح عدم اتصال الدالة عند س - ١‏ 
أليلا حاول أن تحل 


#س ١-‏ ندمأ ١‏ 
ابحث اتصال الدالةه حيث دس) - | ف عن اف عقداسن د 
س5 +؟ عندما س >> ١‏ 
اوهل وو 
د التحقق من اتصال دالة عند نقطة 
(5) ابحث إتصال كل من الدوال الآتية عند النقط المبينة أمام كل منها: 


00 د(س) - يآ عند س - ؟ س- م © د(س) -ه- [س -"| عند س - 5١‏ 
وكام 
© الحل 
© أولا: بحت اتضال الدالة عند.س - ١‏ 
'.' مجال الدالة - ع - (؟) .“.د(س) غير معرفة عند س - ؟ 


.'.د(س) غير متصلة عند س -؟ 
ثانتاة بح اتضال الدالةعيد سن دنم 


0 عدم ا س+م ‏ #جبم 
3 د(؟) - 200 داكت ٠.‏ ' نم - -- -” 
عن 
.٠.‏ نبا د(س) -د(») .. د(س) متصلة عند س - ؟ 
س->»؟ 
0-5 - عندما س >> ١‏ 
© باإعادة تعريف الدالة د(س) - 1 5“ ف دا 


“.د(؟) د هء *.:د(؟) - نبا (0-س)-ه 2 د(»)- نشبا (س+١)-ه‏ 
س > 


نه 


«نبسا وؤسن) ده أي أن د() - نس د(س) 
س>» 


س ل +»” 


لذلك فإن الدالة متصلة عند س -م 


ليا حاول أن تحل 
(4©9 ابحث اتصال كل من الدوال لآتية عند النقطة المبينة أمام كل منها: 
ع 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 4 


بم ٠‏ تت هه سس كك صصسصسئ_ئ_ببي 7ج جبا 1 ةذ20000101010101011 


إعادة تعريف الدالة بحيث تكون متصلة 
إذا كانت د(س) غير متصلة عند س - | وكانت نبا د(س) لها وجود فأنه يمكن إعادة تعريف الدالة د حتى 
5 5 س >| 


9م مثال 
(*) أعد تعريف كل من الدوال الآتية إن كان ذلك ممكنًا بحيث تصبح متصلة عند س ١-‏ 
جم ؟بدم 000 5 75 س"+؟ س » س > ١‏ 
عل 6 س - ١‏ سن ح ١‏ 
© الحل 
لله لكى تكون الدالة د متصلة عند س-١‏ فإن نبا د(س)-5(١)‏ 
س؟١‏ 


شحسا د قل د الملل 51 نبا (س+م) 


١- س‎ 


س ل ع»” س ١٠‏ 
أى أن نبا د(س) -6 0 
1 0 0 ٍِ 
سس الك اندها د ١‏ 
الك يكن إعادة تراك ,هليح معملة وتكون ,داتع - | س ١-‏ 0 
عندما س - ١‏ 
© لكى تكون الدالة منصلة عند س - ١‏ لابد أن تكون )١(5‏ - نبا د(س) 
س-؟١‏ 
1 ع فيس ولىاتداباب امد اداع ةا وزاك قبا إن اوسا 


س ١٠‏ س-؟١0‏ 
٠.٠‏ د(1) عو د(1:) لذلك فإنه لا يوجد نهاية للدالة عندماس ١>-‏ 
ولا يمكن إعادة تعريف الدالة بحيث تصبح متصلة عند س - ١‏ 
آنل حاول أن تحل 
0 أعد تعريف الدالة الآتية حتى تصبح متصلة عفد د إذا كان ها شخ و اع د كنس 


س - 5 


4 '7+كس ١٠١-‏ ع مر اق عه 
4 يبن أن د(س) - خلد حكس- “ل غير متصلة عند س - ٠"‏ 


'+ وس ١6-‏ 
2 0 له سه عندما س عو " 
ثم أوجد قيمة ه التى تجعل د(س) - س5 متصلة عند س - " 
ه ١١‏ عندما س -؟ 
5 در(س) 
اتصال دالة على فكرة أونااعاطا صو ناه وملعصبط و آه باأاصتاوصمى 


يمثل الشكل المقابل منحنى الدالة د حيث د(س) - 4 - س" 
فى الفترة [-» *] ولكى تكون د متصلة على الفترة [-*2 *] 
فلابد أن تكون متصلة عند جميع نقاط تلك الفترة. 
أىأن: نبا در(س)-د() ‏ لكل|3]-05[ 


س->| 


نبا د(س)-د(0). نبا دو(س) -د(؟) 


سل ل س-> 07 


١‏ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


ومما سبق يمكن التوصل إلى التعريف الآتى : 


ل إذا كانت د معرفة على الفترة [أء ب]. 
تكون الدالة متصلة على الفترة [أ» ب] إذا كانت: 
١‏ > د(س) متصلة على الفترة ]أ ب[ 
"ا نباد(س)-د(ا) ٠.‏ نبادرس)-د(ب) 


1 س ->عب” 


بالأعتماد على التعريف السابق وثهايات الدول يمكن يبان يعضى الدوال المتضلة 
]-الدالة_الكسرية: متصلة على ع عدا مجموعة أصفار المقام. 


متصلة على ع 
عحدالة الظل: د(س)- ظاس متصلة على ع - (س: س - 32 +ب:7» ن 3 ص 


في مثل 


(4) ابحث اتصال الدالة الآتية على الفترة [ ٠‏ *[ 


' جاس - جتاس 2 لكل ٠.‏ خ س خ 7 
حيث د(س) - 
جتا اس لكل س > 77 
© الحل 
9 درس) - جتا اس درس) - جا س - جتا س 
7 
د(س) معرفة على الفترة [0. 5[ 


لكى نبحث اتصال الدالة» نبحث اتصالها على فترات مجالها الجزئية» وكذلك اتصالها عند النقاط التى يتغير 
عندها تعريف الدالة وأيضًا من اليمين عند الصفر. 


[7 ٠٠] د(س) - جاس - جتاس متصلة على الفترة‎ )١ 
[56 275] كذلك د(س) - جتا اس متصلة على الفترة‎ 


#) دز اميا ها 1 هيما (جاس -يناس) د 


سس له.5 
أى أن: د(:) - نبا د(س) فالدالة متصلة من جهة اليمين عند س - ٠‏ 


س -ه.* 


كتاب الظالب - الفضل الدزاسى الأول و 
ا لل بص ببسيس ببسي يبري بس 22591252522 


بم 3ت لض هك حعصصسظ1#جج جا اةذ1ذ1ة 20000100101011 


*') نبحث اتصال الدالة عندما س -]7 
د() - حام, - حتاك - ١‏ 
د( -) - نبا (جاس - جتا س) -١.د(2:)-‏ نبا جتا ؟"س ١-‏ 


س -> 7-11 س -> ]77 

د( -) د( *)ء د(») 1١-‏ أى أن: د( -) - د( :) - د(2) 

:*. مقاصلة غند من - 77 من (1)+ )+ (©) الدالة متصلة غلى [ +ع 2[ 
آي حاول أن تحل 
(5) ابحث اتصال الدالة وسيث 
5 ١+جاس‏ دس 
5 - 

“* [++(س-" س>2 


9 مثال 
(4) ابحث اتصال كل من الدوال الآتية على مجالها: 
الله د(س) دس" - عس +ءم © ولس ) _ س'-؟ 
س +ع 
© جا سن + تا 2 ظ 
كا 2 - لسطتع 2 باش سه 3 زه د - حت 
(س) ١‏ (س) ا 
© الحل 
(1) د(س) -س' - ؟س + ؟ دالة كثيرة حدود من الدرجة الثانية فهى متصلة على م 


1 س5" -ع 
إب) د(س) - 
ددا س + 3 


دالة كسرية مجالها - م -[-4) » مجموعة أصفار المقام- [-4] 
أى أن الدالة متصلة على م -[-5) 


:. جا سء جتا س متصلة على ع » دالة المقام (س" )١-‏ متصلة على ع ؛ أصفار المقام -[1» 1 
االدالة فمصلة عل 2 - داه 4 
0-6 لاس 
زد 0 
دالة البسط: ظا س متصلة على ع - (س: س - 22 +ن #» ن 3 ص) 
دالة المقام: س" ١+‏ .2 لجميع قيم س فلا توجد أصفار للمقام. 


أي أن د متصلة على ع - [س: س - 2ك + ن #» ن 3 صل) 


ع١‏ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


وججججججج2 - 0_١‏ ب ب 7777755050707 171 1 


أل حاول أن تحل 
3 ابحث اتضال كلمن الدوال الآتينه 


إذا كانت د,» د, متصلتين على 
7 26 3 2 
1 درس) -“ 9 درس) - ل 00 
اليا ١-د,‏ + د, متصلة على ع 
(ج) د(س) - شا .5 د(س) - (س + ١)جتا‏ س "-در كا دم متصلة على ع 
سن 


اه 
ّّ حون مصلة على 8 
عدا مجموعة أصفار المقام. 


0 الربطبالكيمياء 
إذا كان معدل التفاعل فى تجربة كيميائية يعطى بالدالة س حيث مس (س) - !دل , س تركيز المحلول. 


ابحث فى الشبكة الدولية للمعلومات عن تجارب كيميائية يمكن تمثيلها بتلك الدالة ثم: 


١‏ مثل الدالة بيانيًا بأحد البراممج الرسومية. (©>) ابحث اتصال هذه الدالة. 


ؤم مثال 
(5) بين أن الدالة د حيث د (س) 1١-‏ س 7+ س +1 متصلة على ع 
© الحل 
حيث أن س" + س + ١‏ موجب لجميع قبم س 3 ع 
(المميزدي"- 4 أح «9-2-6-١ ١‏ ضفر) 
ا ١‏ ار اشن 
التي س0 0ع مجموع مربعين 


.. س" + س + ١‏ موجب لجميع قيم س 3 م 


...د (س) - 10 س7+س+7 ) تعره اسيم تيبي 55 
لكل | د المجال ع نجد أن د(ا)ء ٠‏ [كدلج 


نبا د(س)- -- 0 س"+س+١‏ )-6 ١+|+'|‏ 
س> 


س >| 


.د (|)- نبا د(س) لكل | دع 
ل 
(س) متصلة على م 


[آي حاول أن تحل 
2) ابحث اتصال الدالةدحيث د(س)-٠‏ س -؟ على مجالها. 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول ١١‏ 


ا بصب إبيبسسب بس يسبيب سس يبي 22915915 


وم :2 سس اس سس هع ص2 


4# تمارين-1 


ادرس اتصال كل من الدو ال الآتية عند النقط المعطاة: 


© دس | س5 51ء 


كس 2 


س"-؟س 1١‏ ع س>>؟ 
جا (س )١-‏ ان 
© درس | ان عند س -؟ 62 د(س) 
١-كدا‏ م سس >>؟ 
س" 


ابحث اتصال كل من الدوال الآتبة على ع: 


() د(س) -س"- ٠س”7 ١+‏ ا 
0 د(س) - اميه 9 د(س) - ا : 


69 د(س) -جاس -* جتا (س+١)‏ 62 د(س) دس" +جتا"'س 


9 د(س) -ظا" س ١‏ 
ابحث اتصال كل الدوال الآتبة على الفترة المعطاة: 


س”7- 8 


س ظاس + جا" “اس 


د(زس) - “كي 


؟ جتا ؟' س 5 


0 


0 
(0) د(س)- | عس- داع 
أوجد قيم أ في كل مما يأتي إذا كان: 


69 د(س) - 


س + م 2 
ل متص دا على ب 


س" + |أس 


١ 


© دص | س5 -١اء‏ 


557 جا 'س + جتا س 


5 


#أسن -4 + 


عند س --'2 
٠ ١‏ -؟ ةس ح ١‏ 

عند س - ١‏ 
"تس +لد؟ء س > - ١‏ 
١-جتاس‏ 
ا سس ِ عند س - 
؟جاس .م سه 


#اس +؟ 
() د(س) - كج 
|أس+ "ا 

9 د(س) - 000 


درس) - س" جا ؟ س 
69 د(س) - 


ظاس 
س”7- 8 


كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


(س + 5)؛ - 8١‏ مين كوا 


© دس | سِ متصلة على ع 


أ عندما س - ٠‏ 


أوجد قيمتي الثابتين ب, ج في كل مما يأتي: 


س + <١ 3 ١‏ س ح”» 8 

© دسا | متصلة على ع 
س"+ب س +جدا ء» ‏ اس 3عم-]١ع؟[‏ 
س +1 "ب 3 س ح -؟ 

69 دزس)ت- "باس + اح 8 -؟ جع س ح ١‏ متصلة على ع 
"س - كاب 2 س >> ١‏ 


أعد تعريف كل من الدوال الآتية حتى تصبح متصلة عند النقط المبينة إذا كان ممكنًا: 


س5" ١+‏ 3 س >> ؟ 


9 د(س) > | ليع عند س - ؟ 
1-0-5 س <ح ؟ 
"اس + ١‏ - جتا س 0 6 
© دس | اس 0 عند س - 
ك جتا س ٠‏ سجر 
(س-6)' + (س -*) 
© دس | س -* دن عند من - م 
جتا (" - س) سين 
س5 س -1 
9 د(س) ---س-- عند س -8م 
1 ؟-دس" داج 
ّ س س > جح 


لمزيد من التمارين قم بزيارة موقع وزارة التربية والتعليم. 


كقاب الظالب - الفضل الدرانى الأول 3-5 
يإ 47# ا22ل999232؟676767676767 0_2 ااا 


2 


مقدمة الوحدة 


حساب المثلثات #تتاعدده0 11802 هو أحد فروع مادة الرياضيات ويعتبر قدماء المصريين أول من عملوا بقواعد حساب المثلثات حيث 
استخدموها في بناء الأهرامات ويناء معابدهم » وترجع معرفتنا بحساب المثلثات إلى الأغريق الذين وضعوا قوانينها واستخدموها في إيجاد 
بعض العلاقات التى تربط بين أطوال أضلاع المثلث وقياسات زواياه» كما ساهم علماء العرب والمسلمين في حل المعادلات المثلثية كما 
استخدموا المماسات والقواطع ونظائرها في قياس المسافات والزوايا كما ابتكروا طريقة لإنشاء جداول للعادر المثلثات المستوية. 

ونشير هنا إلى العالم السويسري ليونارد اويلر 17١1(‏ - 1787) الذي قدم تعبيرًا جديدًا للدوال المثلثية » كما استخدم الكثير من الرموز 
الرياضية التى تساعد في استخدام المسائل الرياضية المتقدمة التي تدرس في جميع المدارس والجامعات حتى الان وسوف نتناول في هذه 
الوحدة الوا ا التى تربط بين أضلاع المثلث 0 ا ا 


جم_مخر جات تعلم الوحدة 


0 نهاية الوحدة وتنفيدًا للأنشطة فيها يتوقع من الطالب أن: 


يتعرف على قانون (قاعدة) الجيب 
لأى مثلف وال ندر عل ف أ 
مثلث تتناسب أطوال أضلاع المثلث 
مع جيوب الزوايا المقابلة لها. 


17 يستخدم قانون (قاعدة) الجيب فى إيجاد 


أطوال أضلاع أى فتلت 


4# يستنتج العلاقة بين قانون (قاعدة) 


اليك لذى تلك طول شك 
قطر الدائرة الخارجة لهذا المثلث» 


يوقرق» هل قانرة. (إقافية) دعبب 


التمام لأى مكلك" 


1 


ل يستخدم قانون (قاعدة) جيب التمام 


لأى مثلث فى إيجاد طول ضلع 
مجهول فى هذا المثلث. 


ا يستخدم قانون (قاعدة) جيب التمام 


لأى مثلث فى إيجاد قياس زاوية 
0 


000 
المثلث فى الحالات الآتية: 
ا 
وطول أحد أضلاعه. 


كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


وقياس الزاوية المحصورة بينهما 


© إذا علم فى المثلث أطوال أضلاعه 


الثلاثة. 


57 يستخدم الآلة الحاسبة فى حل تمارين 


وأنشطة متنوعة على قانوني (قاعدتي) 
الجيب وجيب التمام لأى مثلث. 


7 المصطلحات الأساسية 


3 حساب المكلثات 
2 قاعدة الجيب 


7 زاوية حادة 


7 دروس الوحدة 


لاع مه صهو1 
عابي عصاد 

عاوصظ عأبعم 
عاوصثظ عدباغ] 0 
عاومظ غخطاون8 
035 كنامناوأط ملم 


كه نااه5 عاطأوومط 


الدرس ١(‏ - 5): قانون (قاعدة ) الجيب. 


00 ا 00 00 


00 


حل وحيد مو أناه5 عناوتمنا 
أقصر ضلع 510 غوع11هطا5 
أطول ضلع 510 غوعودها 
مسائحة المعلق عاوصدك] عطلمه وعم 
أطوال أضلاع المثلث 


عاوصةء] عطخائه ععل51 عط أه كطأومعا عط 


١/ 


/ / 


١/ 


زاوية مقابلة لضلع 


510 063 عاومظ غأأوهم م0 


أصغر زاوية عاومثك غدع ا أهممد 
أكبر زاوية عاوصك غأدعونقا 
قاعدة جيب التمام عان8 عملوم 


بج الأدوات والوسائل 


آلة حاسبة علمية 


كاك الاطلالاتت اللاتهطل اللفرن اي الال 18 


الوحدة الرابعة 


1776 5111 6 ١ 1 4 


5 سوف تتعلم 
4 قانون (قاعدة) الجيب لأى مثلث. 
4 استخدام قانون (قاعدة) الجيب 


فى حل المثلث. 
4 نمذجة وحل مشكلات رياضية 


باستخدام قاعدة الجيب 

4 العلاقة بين قانون (قاعدة) الجيب 
لأى مثلث وطول نصف قطر 
الدائرة الخارجة لهذا المثخلث وحل 
مسائل عليها. 


ل المصطلحات الأساسية 

4 حساب المثلثات لماعم مصهوم1 
4 قاعدة الجيب اناه عمزك 
4 زاوية حادة عاومظ عأنعم 
4 زاوية منفرجة عاأومك عدبغ؛ط0 
4 زاوية قائمة عاوصم غطوذ8 
4 حالة مبهمة 

035 ذنامناوأطمظ عط[ 


هآ ا الأدوات المستخدمة 


4 آلة حاسبة علمية 


١ 


سبق أن تعلمت إيجاد طول أحد أضلاع المثلث القائم الزاوية بمعلومية طولي ضلعين 
فيه أو طول أحد أضلاعه وقياس إحدى زاويتيه الحادتين والآن سوف نتعلم طرقًا آخرى 
لإيجاد أطوال أضلاع وقياسات زوايا المثلث بوجه عام. 
4" نشاط َ البحر المتوسط 
أراد كريم إيجاد المسافة بين أ فل < 

الفيوم والإسماعيلية باستخدام | 
البيانات المتوفرة على الخريطة 
الموضحة في الشكل المقابل. 

قم بعمل قياس للرسم ثم قس || | 
المسافة بين الفيوم والإسماعيلية 3 
(المقياس هو ١‏ سم لكل 28 كم) ' 
تأكد من صحة قياساتك بعد |1/ 
دراستك لطرق حل المثلث غير لأ 
قائم الزاوية » وإحدى هذه الطرق 


هو قانون (قاعدة) الجيب. 

ابن تعلد 

قانون (قاعدة) الجيب اناا ع مأك 116 

فى المثلث | ب ج إذا استخدمنا الرمز | 


أ للدلالة على طول الضلع المقابل 
لزاوية أ» والرمز ب للدلالة على طول 
الضلع المقابل لزاوية ب » والرمز جه ى 
للدلالة على طول الضلع المقابل 
للزاوية جء فإنه 


يمكن استخدام قانون مساحة سطح المثّلت لاستنتاج قانون 0 20202020 


الجيب الذي يبين العلاقة بين أطوال أضلاع المثلث وجيوب مساحة سطح ا/ 2 


الزوايا المقابلة له. + حاصل ضرب طولي أى 
أى أن: + به جه جا | - 1ج جاب -1 1 نميا 2 ضلعين”جيب الزاوية بينهم 
صيغ مساحات المثلث المتساوية 


كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


ب>جهجاا-ا ج جاب -1بكجاج بضرب كل عبارة في ١‏ 


حيط سا سكل جراعلي ايكية ْ 
جات لجا دم 1 
كا حد_ حد بالق 1 0 
ل ' ' 0 3 
جا[ جاب جاج حراس عابي مساحة المثلث أب ج 
7" 
أى أن و ا ل ا 2ك 
0-7 م اس 
لها وتعرف هذه العلاقة بقاعدة الجيب أي 27 اك كد | 


استخدام قانون (قاعدة ) الجيب في إيجاد طول ضلع في المثلث 


في مثل 


60 أوجد طول أكبر ضلع فى المثلث اب ج الذى فيه ىء (.<|) - 68 4ه (اب) - 54979 ]د 14,0 اسم 


سر ظ ©2255©> 
٠. 3‏ 5 2 3 .4 (التباين فى | 5 ث0 


أكبر ضلع في المثلث هو الضلع المقابل لأكبر زاوية 


موجه :"د زو يدا موري م 
.م1" [لم وع” جسم وع”] هلبه ويكون الضلع الالسعر طلوالة 
لو ايه ج لأنه يقابل أكبر زاوية فى المثلث وهى زاوية ج مقابلًا للزاوية الأصغر قياسًا. 
5ت هركلا ج- 
لكا جاج 7 جا 4ه جاه تب" 


يه 
اس خدك لات كدو رورسم 
جا ؟” عه 


أتل حاول أن تحل 

0 أوجد طول أصغر ضلع فى المثلث أب ج الذى فيه ى, (.<|) - 648" ف( <اب) - 50” , جه - ؛ ,راسم 

حل المثلث ياستخدام فانون الجيب ‏ عاب عمادو عط و«أكب عاودواة عط و«آ/ااهمكى 

المقصود بحل المثلث هو إيجاد قياسات عناصره المجهولة باستخدام القياسات المعطاة بشرط أن يكون من بينها 
طول أحد أضلاع المثلث على الأقل. 

أولًا: حل المثلث بمعلومية طول أحد أضلاعه وقياسي زاويتين: 

9م مثال 


6 حل المثلث |ب ج حيث أ - اسم » و( !) - 701 ى.(اب) -8*” 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 31 


- 0 مس-- وم ب و 21 


<< 


21 الوحدة الرابعة: حساب[| ال مثلثات آل 
© الحل 


0 0 0 0 3 
فق( باجا - ١٠لا‏ -(ك؟ على )حك 
ب م 
..جا]ا_ جاب ٠‏ جات _ جاه" 
ا ب 5 ب ١‏ قر ة 


ل وى الاضالاك من 14 + اسه 
7 لحاتم” 7 


وذلك باستخدام الآلة الحاسيةء تأ كد أرل من تهيئة الحاسبة لاستخدام التقدير الستيني لقياسات الزوايا ثم 
اضغط المفاتيح من اليسار إلى اليمين: 
(5 060 032 629 2 020 050 040 0520 09 080 009 ع ابداً 


وعدا ات 1 علي اند 1 بود حا بو ووو اسع 
1 جه ج جا 7؟ 


وذلك باستخدام الآلة الحاسبة كالاتى: 
188 289 89 58 99 99 999 59 99 99 279 بدأ 


أل حاول أن تحل 
) حل المثلث | ب ج حيث أ - سم » و( !) -0* » ء(لاب) -.6* 
9ه مثال 
(05 الربط بالجغرافيا: الشكل المجاور يمثل ثلاثة مواقع لمدن مصرية تكون مثانًا إذا كانت المسافة على 
الخريطة بين السويس والقاهرة اسم وقياس الزاوية عند الفيوم ”4٠‏ فأوجد لأقرب كيلو متر: 
١‏ 1) المسافة بين القاهرة والفيوم. 


5 السويس / سم القاهرة 
(ب؟) المسافة بين السويس والفيوم. ب جا ١‏ 
علمًا بأن كل اسم على الرسم يمثل ١17,18‏ كم 
© الحل 
فل )ع لات زم "جب" ) عنللة م الفيوم 
اج بج 4 ج 
جاع > لا 0” 
١‏ معاجاءم” 
. أجد- 208 "راسم 
مكاجا ٠١‏ 


.”. المسافة بين القاهرة والفيوم - 1771677757 بد كم وجوت ل كاارااسم 
.٠.‏ المسافة بين السويس والفيوم ح /ا, 17,21١‏ 1917 كم 


فق كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


تطبيقات هندسية تقانون الجيب ‏ ءارثا مأك عطأ ده كممنامءغ[امم م امءتناء درمء6 


5 


5-2 َه 
نا ىح 


5] فى أى مثلث اب ج يكون: ل - 2 - 2 - الى 
0 حيث هى. طول نصف قطر الدائرة الخارجة للمثلث اب ج 


ك- 


البرهان:- | البرهان لا يمتحن فيه الطالب) | 
إذا كانت الدائرة تمر برؤوس مثلث حاد الزوايا 

نرسم الدائرة التى تمر برؤوس المثلث | ب ج الحاد الزوايا ثم 

نرسم القطر ب س والوتر س١‏ 

"٠‏ ف( <بأس)-5.0 اع فى( ء“أاسب)-فى(<اجب) 


جاس - تل ٠‏ حاج- تا 
أ باس باس 
فيكون | ب - ب س جا ج 
جه - اق جا اج أى أن ستل اس 
يقة مماثلة يمكن إثبات أن: سل - الى ٠‏ تداس 


كم و 
أ ب ج 


وك > كنل 


م 
في مثل 


ع6 مثلث ل م ن فيه م - ؟ ,اسم » ف (للام) - 21٠١‏ ٠ف(‏ <ان) -20” أوجد: 


102 ١1ب‏ طول نصف قطر الدائرة المارة برؤوس المثلث ل م ن 
.ج) مساحة سطح المثلث ل م ن 
© الحل 
ف(500ل) د الات لات )ع 
ل 00 
- قاذ ١‏ 
5 (قانون الجيب) 
7 لم اتيم 325 3 
لُ ان 4 نت 44,15 سم وهو المطلوب )١(‏ ع8 
0 اكيقة 
ددعف 0 صن 
8 2 ا 
أى أن بى, ‏ ---5 سح الارعم ١ ١‏ 
ى أن نقه 07 ,14 سم وهو المطلوب (؟) 


5 اقغاه عبار . -1 0 3 
مساحة المثلث ل م ن - م ل جا ن -خ 5 ,44,7478 جا 3 -18101 سم 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول ١‏ 


الوحدة الرابعة: حساب!|اامثلثات 
أل حاول أن تحل 
422 أب ج مثلث فيه أ - ه؟سم» ف( <ب) -018م*” : 
ىق(ل< ج) - 20١١45‏ أوجد مساحته» وطول نصف قطر الدائرة المارة برؤؤوسه 
2 مثال 
(0) أب جو شبه منحرف فيه |ى // بجء أو -غ ,لاسمء و( لاب) - 555 ع و (للاى) 01ت 
ى(.< اج ب) ."١-‏ أوجد 


أولا: طول كل من | جء ب ج ثانيًا: مساحة سطح شبه المنحرف أب ج ك لأقرب سنتيمتر مربع. 
© الحل 

ٍِ |( خل* د 

3 ا لساك 1" 

.“ف (<وراج) دف( <ا ج ب) -6* (بالتبادل) 

٠ف(‏ <“أج و ) - "١4٠١‏ - 1ع" .)د سمه 

اد لكقه ا لور 0 طُ 
جا5١٠1‏ 0 جا"" جا م" 

فى المثلث أب ج ف:(حب اجاح "١ +٠١‏ - (نة” + ان" - ب" 

ا 15> جا لالا” 

03 لناب جا ال ات د لورع١‏ 

جالالا” اجا؟د 8 0 


لا ا ا 05 
ح عدت ,19 »ا ( ١6‏ ,لا+ 61 14) »اجا اع” ح #اوسم' 
ألي حاول أن تحل 
() اب جو شكل رباعى فيه ج و - ١٠٠سم‏ ء و (لاب ج أ) -01* , ولاب و أ) دوه 
واب ج و) - 850" » و( < جو |) -587: أوجد طول كل من بك » | ج لأقرب سنتيمتر. 
5 تمارين ع- | 2 
أكمل كل مما يأتي: 
2 فى أى مثلث تتناسب أطوال أضلاع المثلث مع 000 
0 الننلث اب إذا كان ااا كد #حاب هجاح فإن عه 556 
اب ج مثلث متساوى الأضلاع» طول ضلعه لاسي لإرطول نص النائر © الشاربحة لهذا المقلث د 5 
ل ل ل كنم - 4 ,اسم فإن 1 - دسو 
9 في الماث اب جيكون ع 3-6 
اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة:- 
3) طول نصف قطر الدائرة المارة برؤوس المثلث |ب ج الذى فيه و.(<|) - ٠*6 "١‏ - ١٠سم‏ هو 


/ 02 1م اب) "اسم اجا مسم زه) سم 
© إذا كان طول نصف قطر الدائرة المارة برؤوس المثلث أب ج يساوى 4 سم ف( !)- .0 فإن أهو: 
0 عسم إب) اسم رج -- ره 7 


ع١‏ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


(4) ف المثلث ايكون المقدار لا نوا اهساويا: 


12 © ب © ح (© م(داب ج) 
() إذا كان ى. طول نصف قطر الدائرة الخارجة عن المثلث س ص ع فإن - بن ع يساوى: 
0 سى © اس © + ى داعس 
ا 
الاسم إب) اسم اجا اسم © د 
9 فى المثلث س ص ع إذا كان" جا س - 4 جا ص - ؟ جا ع فإن س؛ ص: ع تساوى: 
(1) متبجيع إب) جع.م (ج) مع.+ (د) ع.م.ب+ 
69 حل كل مثلث مما يلى: 
4و 
1 # 


9 اب ج مثلث فيه ق(٠)‏ - ع(“ ب) - 60 أن اليك ادا اب جه ,51 ألا دا 

29 أب ج كو متوازى أضلاع فيه أب -19,97سم وقطراه أج بو يصنعان مع ضلعه أب زاويتين مقدارهما 
7 8 ع" , أوجد طولى القطرين 

9 اب ج و شبه منحرف فيه [ى //باجء !و - لاى١٠سمء‏ و(لاى) - 70٠١‏ ع وو(لاب) - 1ك لكت 
ى(<ج أو) - 58-00 أوجد طول كل من | جء ب ج 

اب جو شكلر باعى فيه (< ب جو) -80”. (١‏ < جو |) 02ل( لب ج )”ف (ل<بوا|)-هه* 
جى - ٠٠٠١‏ متر أوجد طول كل من ب ى»ء |ج لأقرب متر. 

429 أب جمثلث فيه جا ج- ٠,70‏ ج- 4 ١سمء‏ أوجد بدلالة :7 مساحة الدائرة المارة برؤوس المثلث من الخارج. 

89 ب ج مثلث فيه | -58: 2( < ب) -88*, (.<اج) - 77 أوجد طول العمود النازل من | على !. 

سنالك داه *» قء(<ب) - 40" فإذا كان ]+ ب> - (71+ ؟) سم فأوجد كل من أ» ب> 

0 اب ج مثلث مرسوم داخل دائرة طول قطرها ٠؟سمء‏ إذا كان و.(.<|) - 648*. 2( <٠‏ ب) - 68 0/6 أوجد 
أطوال أضلاع المثلث أب ج 

لق اب ج مثلث فيه جه - 15١سمء‏ و(.<|) -2117, ىء(للاب) - 207 أوجد لأقرب رقمين عشريين كل من ب 
طول نصف قطر الدائرة الخارجة للمثلث. 

9 الربطبالجغرافيا الشكل المقابل يمثل مواقع ثلاث مدن أ ب» ج 


أوجد لأقرب كيلو متر: 
"لله المسافة بين اج © المسافة بين بء ج 
1 ا 1( 3 جح 
ا 0 006 
"' جا| 


كتاب الظالب - الفصل الدرامى الأول ١‏ 


الوحدة الرابعة 


53 سوف تتعلم 

4 قانون (قاعدة) جيب التمام لأي 

4 استخدام قانون (قاعدة) جيب 
التهام في حل المثلث. 

4 نمذجة وحل مشكلات رياضية 
وحياتية باستخدام قاعدة جيب 


٠. التمام‎ 


مل المصطلحات الأساسية 


4 قاعدة جيب التمام عاب ماده© 


4 زاوية حادة عاومظ عأنعم 
4 زاوية منفرجة عاأومك عددغط0 
4 زاوية قائمة عاوصك غطوذ8 


0ه الأدوات المستخدمة 


4 آلة حاسبة علمية 


ءاه ع تامع 50 


1551© 


يفضل عند كتابة القوانين 
الخاصة بجيب تمام الزاوية 
أن تؤخذ أضلاع المثلث 

١‏ 4 ب 5 نت لت ارقت 
دورى واحد. حتى إذا 
عرفت إحدى الصور أمكن 
استنتاج الصور الأخرى. 


تمرح 


ع1 0511 ر) 17/7 


08 فكر و ناقش ) 
تحركت سفينتان | »ب في نفس 
اللحظة من أحد العوالره: فإذا 
تحركت | في اتجاه "7١‏ جنوب 
الشرق. ديت قطعك: ٠‏ مسافة 
ع كم وتحركت ب في اتجاه 
5 شمال الشرق حيث قطعت 
أوجد المسافة بين السفينتين فى نهاية هذا الزمن. 

استخدم الفياسات القندسية بمتياس رسم مناسب وذلك لإيجاد طول |اب. 

هل يمكنك استخدام قانون الجيب لإيجاد طول | ب؟ 

هل يمكنك استنتاج قانون آخر لإيجاد طول اب بمعلومية طول كل من و| ».وب 
وقياس الزاوية المحصورة بينهما؟ فسر إجابتك. 


6 تعلم أ 


قانون (قاعدة) جيب التمام 

في/ ب و ج القائم الزاوية في و: 

(ب جا" - (جع)"+( بص )" (نظرية فيثاغورث) 
أى أن: 

1" -(بهجاا)"+( ج-- ب جتا!)" 


5 
ب" جا" أ +ب” جتا" | + ج" -؟ ب> جه جتا أ - 


ا 


5 كلها 
( بفك الاقواس) 

ب" (جا"|+جتا"|) + ج"- ؟ بج جتاا (بأخذب "عامل مشترك) 
طب) اي يكين (الببينطا ! 

[ ©2226 
ومن ذلك يكون 

ناسود متطابقة فيثاغورث 

جتا | - اه جا" | + جتا"أ ١-‏ 
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ملل للح هلخ 07 ل تاماه تمت ل 0 اي 
تفكيرناة :هل القانون السابق > حيح إذا كان 4 | ب ج قائم الزاوية في |؟ فسر إجابتك. 


ينص قانون (قاعدة) جيب التمام على أنه : 


2 0 3 

2 00 ان” > حنا أ 5 ال د العم 
داب حا - 5بالجحا اح و : - 7 
بح 


ص س2 
اك( 2ك ومنه كان - 8 


!اح 

0_ 7 1 5 

)| ا 6 ومنه جتا ح - , 0 -_- 
ا 


استخدام الآلة الحاسبة في إيجاد طول ضلع مجهول في مثلث باستخدام قاعدة جيب التمام. 

أراد أحد المهندسين أن يجد المسافة بين موقعين يصعب الوصول إليهما باستخدام جهاز قياس المسافات ووجد أن 

بعده عن النقطة الأولى (أ) يساوي١٠١‏ مترًا وبعده عن النقطة الثانية (ج) يساوي ١؟؟‏ مترّاء ىه (<باج) -غه”. 

استخدم هذه البيانات لحساب المسافة بين النقطتين لأقرب كيلو متر. 

١‏ -حدد بدقة البيانات التى رصدها المهندس 
باستخدام جهاز قياسات المسافات. 

” - حدد المطلوب. 

> مثل البيانات المطلوبة بمقياس رسم مناسب 
مستخدمًا الآأدوات الهندسية اللازمة.. 

> قس بالسنتيمترات طول ب ج. 

© -أوجد الطول الحقيقى للمسافة بين ب» ج 
بالكيلو مترات. 

؟ > هل يمكنك استخدام قاعدة جيب التمام لإيجاد المسافة بين نقطتى ب » ج؟ ©2259 
وضح ذلك. 


ا ان ١‏ : ذال ا ا ا ا > ال 6 
' > قارن بين النتيجة التي حصلت عليها في إيجاد طول ب ج باستخدام القياسات ١1|‏ || 


3 


الهندسية وبين استخدامك لقاعدة جيب التمام. 
من النشاط السابق نجد أن: 
اعباس ارب الساسنطي ب كن ار 
؟ > باستخدام القياس: طول ب ج - 4 سم في الرسم 


'"' - طول ب ج الحقيقي 5< ١؟‏ - 18١‏ كم 
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15552---- سس سب سس سيبس سيسيس سوس‎ ١ 


ذ 


الوحدة الرابعة: حساب!اامثلثات ”7 


5 - قاعدة جيب التمام هى :| 06 اعد '- ؟بكح جتا أ 

ريض 7 - 15 )"+ .5م" -؟«ا.واك .75 جتنا عه” ع 11م 

فتكون: | 18١,7‏ كم 
© - النتائج تكون أدق عندما يكون الرسم دقيقًا ولكن يفضل استخدام القوانين لإعطاء نتائح صحيحة تمامًا. 
5 - استخدام الآلة الحاسبة العلمية في إيجاد الناتجج: 3 

ا ا ل ل فك 
تطبيق على النشاط:أوجد طول الضلع الثالث مقربًا الناتج لأقرب رقمين عشريين 
فىك أب ج الذي فيه: 


0 - ,سم » ب - 86, اسم ف (ل< 00 , 
إب) يات اسم »حت دسمء ف (.<أ) - 5 
إيجاد قياس زاوية في المثلث إذا علمت أطوال أضلاعه الثلاثة: 


9 مثال 
(0) أوجد قياس أكبر زاوية في المثاث أب ح الذي فيه ةرغ يكت #4 سحاد ا 
© الحل 
:.” أكبر زاوية فى القياس تقابل أكبر أضلاع المثلث طولّا .:..<| أكبر زوايا المثلث قياسًا 


00 
ب'بح" -| _- 0 “حجري د و1 


حتاأ - 0 
: ا كا 
باستخدام الآلة الحاسبة 0 
سس د و عو وو و سسا ساس 


وحيث إن جيب التمام سالبء فالزاوية | منفرجة 

ف(“ أ)- وهم وو 
أي حاول أن تحل 
00 أوجد قياس أكبر زاوية في المثلث | ب ح الذي فيه ] - ١‏ اسم به - ١٠سم‏ حاسم 
استخدام قانون جيب التمام في حل المثلث: 
يسمح لنا قانون جيب التمام بحل المثلث بمعلومية طولي ضالعين وقياس الزاوية المحصورة بينهما 
أولا: حل المثلث بمعلومية طولي ضلعين وقياس الزاوية المحصورة بينهما 


020ناك | ءاوصم ءط] 01 عاناكوء/ا/ 116 00 51025 ها/لاآ 01 15و60 | عط مع/[6 عاوصه !1 186 و(ز/اامد 
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ا 2-2 شف ففتككضظُة" ||| 


فم مثل 


0 حل المثلث اب ج الذي فيه 1 - ١١سم»‏ بك هسم فى (< ح) -.”” 


©> الحل 
يجب إيجاد ح» و ٠(‏ [)» ف ٠(‏ ب) 


1 - 1 +ب"'- 17ب جتاح (قانون جيب التمام) 


-(١1)؟‏ + (5)0 5< ااكاه جتنا 5 


جح 2 11011 911و سم 
0 

كنا اد ب“'بح" -| 5 (0)"+(6,055" -(1)" ح -لاالر.٠‏ 

50000000 2 


فق (<) 0008 
٠‏ ب)- 18١‏ -[ف ٠0‏ أ)+*ف ( <١‏ ح)] 


خا د [تطا ع + 52] ععاثكرمة 


فى المثال السابق عند إيجاد قياس زاوية في مثلث بمعلومية طولى ضلعين وقياس الزاوية 
المحصورة بينهما يفضل استخدام قانون جيب التمام بدلا من استخدام قانون الجيب وذلك لأنه: 
-١‏ في حالة استخدام قانون الجيب: 
>> فإن جيب الزاوية الحادة أو المنفرجة دائمًا موجب. 


؟ - في حالة استخدام قانون جيب التمام فإنه: 
> إذا كانت الزاوية منفرجة يكون جيب تمامها سالبًا. 
>> وإذا كانت الزاوية حادة يكون جيب تمامها موجبًا. 
> يسمح أيضًا قانون جيب التمام بحل المثلث بمعلومية أطوال أضلاعه الثلاثة» © 


علمًا بأن مجموع طولي أي ضلعين منهما أكبر من طول الضلع الثالث. يمكنك استخدام قانون الجيب 
لعا لضان كه .اه 


[آي حاول أن تحل ف(< ب) بعد إيجاد ح, 
8 0" 7 ولكن الفائدة التي عيرق درق 

حل المثلث | ب ح الذي فيه | - 4,7 اسم » حك ",4 اسم» سدس جديا 
فد( <١‏ ب)-8 211 هو التميير بين الؤوايا الحادة 


ا 50 والمنشرجة. 
ثانيا: حل المثلث بمعلومية اطوال أضلاعه الثلا خك : 


فم مثل 


() حل المثلث | ب ح الذي فيه - 9سم » ب>- اسم » حك وسم. 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول ١0‏ 


7 


ك0 / الوحدة الرابعة: حساب!|امثلثات 


© الحل 
المطلوب هو إيجاد قياسات الزوايا أب » ح 
00 

حنا أ 5 ب'بح" - | و لالووامفل دياه 
1 م ؟ “ا لاعام 
ىق (<) 4ه 

0 
حتا ا ا 0007 
5ظ<-<2 3 2 #اكا هاه 00 . 
و 0< ب)- 0.4 


و( ح)ح 01-8١‏ 0< )خف لح ب)] ام 
ألا حاول أن تحل 
() حل المثلث أب ح الذي قبهاك؟ 7 اسم بد 4 ,اسم ء حك ١‏ ,الاسم 
تطبيقات هندسية على فانون (قاعدة ) جيب التمام ‏ ءانثا ء«اومى ءط مه كدمنامءنامم م ءنناء ورمعو 
9 مثال 
رع أب ح مثلث فيه آ- 77سم » ب>- ح - ال سمء ومحيط المثلث يساوي ١5١‏ سمء أوجد كلا من ب>» ح- 
وقياس أصغر زوايا المثلث» ومساحة سطحه لأقرب سنتيمتر مربع. 


© الحل 
3 | اسه .ع١‏ (نبحظ القلق): 21 
ب“ بك جه 38-١468--0‏ ) أي بدح - للا )010( 
٠١‏ بدح -/ا؟ (معطى) 00 
من (1)» (3) بالجمع ينتج أن 
؟ ب>-4١٠‏ أي أن ب8-2هسم 
بالتعويض في ١‏ ينتج أن كحماسم 


ونلاحظ أن ح هو أصغر أضلاع المثلث أب ح 
حك 670" + م" زه" 


. جتا حا- 0 2 5 الي 0 
2 امك به 


“.ا ف( 5 حا د بكم 
مباحة الا 


“ا »ا 1ه عدجا /ا57” الح .لاسي" 
حم 


3 
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ا 2-2 تش ففككضظُهة ||| 


لي حاول أن تحل 
49 2 اب حفيه ب>- سم | + ح- ١اسمء‏ | - ح- اسم »أثبت أن ىء ٠.(‏ |) -"ى (ا< ب)» ثم أوجد محيط 


9م مثال 
(0) اب حى شكل رباعي فيه أب - 7اسمء ىه (< أ 14 ب) مق ل “< و ب|) - 560ب ح د هاسمء 
وح - 18اسمء أوجد: و (<ا حب ,)ء ف (ا ب حو) ١‏ 
©> الحل 
في 1 أب ىو 
فق( احع رت( دوة) 
ا ل 
“ىلي )دف يذو )و 
7 أب - بو -؟اسم 


فى /١‏ و ب ح 
0 (ب ى)" + (ب حا" - (وح)" 
جتال< وبا ح) - 
؟(ب5)(ب ح) 
95 (9)"' + (ه")" - (18)" الا 
كو" 


.ا ف(“ وبح) - كرعة” 


1 لبح" + نح" -(بى" 0-00 ل : 
جتال< ب حى) - 0-6 لكك به حامر 


“.ا فى (ل٠‏ ب حهو) - لكامره” 

ألا حاول أن تحل 

(© اب حى شكل رباعى فيه فه ٠(‏ | ب) دق ( ٠و‏ بح) .9" 
بو ١٠سمءأى‏ لؤسم ف( وح اب) - 2*0 أوجد | ح 
لأقرب سنتيميتر. 8 


9 مثال "اسم 


() اب حى شكل رباعي فيه أب - "اسم » | ح - اسم » ب ح - /اسم » 


حو - دسم » ب و - ١سمء‏ أثبت أن الشكل أب ح ك رباعي دائري. ب اسم - 
© الحل 
فى 8 أبات 


سكسا 2 الشو ان 02 
1 اناج اي ّ 


كتاب الظالب - الفصل الدزانى الأول ١‏ 
لل بإب بيب يببسب يي 2 2 2515251252 


ذ 


الوحدة الرابعة: حسابااامثلثات ”7 
.ف( )-. 0 
فى / ب وح 
ع د لكا" + ووب" لبح" _ 00-0060 _ ١‏ 
8 "'(حو)(وب) كاه كا م/ ؟ 
5 )عا 07 
.ف (ا بآاح) دى, (<ا ب واح) وهما مرسومتان على ب ج وفي جهة واحدة منها فيكون الشكل 
أب حك رباعي دائري. (وهو المطلوب). 


ألا حاول أن تحل 

© أب ح و شكل رباعي فيه أب - اسم »ب ح - دسم » حدر - سم و | -ةسم» | ح - ١‏ اسم. أثبت أن الشكل 
- اال سح ِ 779ل سي 
8# ماريوع-]_ 89 

أكمل كلا مما يأتى 


00 يستخدم 0 لحلا 7 لمثلث بمعلومية طولى ض ضلعين وقياس الزاوية المحصورة بينهما 
22> يستخدم ............. لحل المثلث بمعلومية قياسى زاويتين وطول ضلع فيه 


فى أى مثلث لم ن يكون: ل" - م" + ن" - ا ل سسة 


() فى المثلث | ب جء أطوال أضلاعه 2171 15 من السنتيمترات فإن قياس أكبر زواياه يساوي ....... * 
() مثلث س ص ع أطوال أضلاعه 7 ,هسم » ؛ ,لاسمء 4,5 سم فإن قياس أصغر زواياه يساوي 000 
() حك س ص ع فيه س- ٠١‏ سم » ص - اسم » قه ( للاع) -50* فإن ع -.. 

(0) فى ل كم يكون كه" +م' - ل" - 05-59 

اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 

2 قياس أكبر زاوية فى المثلث الذى أطوال أضلاعه *, 5 /لاهى: 


7. © +. © ١. © .مب"‎ 0 

ا 1 

© جنال © جتام (©) جتان (د) لاشئ مما سبق 
9 في المثلث س ص ح يكون ص" +" - س"- صاخ 


الل جنا س (#) جاع (ج) جتاع ال جا س 
22 فى المفلث ايده | :تتم فإن جنا اتساوى 


20 2 © 
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ا الس تت تت “|| | 
أجب عن الاسئلة الآتيه: 


69 فى المثلث | ب ج إذا كان: 


(1) ]- دسم »ب اسم ج- اسم فأثبت أن ف(لحب) -0. 
© أ- اسم »به- دسم » جد - اسم فأثبت أن و( <ج) ”7١-‏ 


- 1- اسم ب>- /اسم » ج - /اسم فأوجد ىل <ج) 

6 1- اسم ب - سم » ج- لاسم فأوجد ى.ل<) 

1- ١٠سم»‏ ب- /0اسم» ج>- ١‏ اسم فأوجد قياس أصغر زاوية فى المثلث 
له 1- وسم » ب>- اسم » ج - لاسم فأوجد قياس أكبر زاوية فى المثلث 
(16-/7اسم ب ١اسم»‏ وا ج) - 648" فأوجد ج مقرب لأقرب رقمين عشريين 
اع ب-15,ج>- 0.16 (10)-578 0 فأوجد أمقربًا لأقرب رقمين عشريين 


9 في التمارين من ((01 إلى (05) حل المثلث | ب ج: 


5 


(8) متوازى أضلاع طولا ضلعيه المتجاورين 8١سمء‏ 17سمء وقياس الزاوية بينهما 5* أوجد طول أصغر قطر له 
مقربًا لأقرب رقمين عشريبن. 

أب ج و شكل رباعى فيه أب - 9سم» ب ج - هسم ج و - اسمء أو - اسم » | ج - ١١‏ سم, أثبت أن الشكل 
أب جك رباعى دائرى. 

06 أب ج ى متوازى أضلاع فيه أب - ةسم .ب ج - ؟اسمء أ جح ك1 سم أوجد طول ب 

69 اب ج مثلث محيطه “لاسم » [- "؟سم » ف( 1) - ٠‏ ء أوجد مساحة سطحه. 


كتانب الظالي - الفصل الدزافي الأول ١‏ 
لل بص يبيب بي 2 22 2515221522 


الوحدة الرابعة: حساب!اامثلثات 


) الربطبالملاحة.البحرية: يقف كريم وغدير على جانبي نهر كم يبعد كريم عن القارب؛ 


قرب إجابتك لأقرب متر. 

(9) الربطبالزراعة: يريد مزارع وضع سياج بقطعة أرض مثلثة 
الشكل طول ضلعيها 18م: 74 م » وقياس الزاوية المحصورة 
بينهما ؟5” فما طول هذا السياج؟ 

0 البرهنة_النظرية: اب ج مثلث فيه و منتصف ب جء 

أفيت أنه (ابي)"دراه) "عر ا )"مارب 

وإذا كان: !ب - هسمء أج - ١سم‏ » ب ج - ؟١‏ سم أوجد | ى. 
جح 111 كانه ١١‏ سكي را لبي منت قر ن» 
فاثبت أن: ك 3] 2١‏ 216 ثم أوجدى(.< ج) عندما ك - ١‏ 

لششات حت 

9 مسافات: يركب كريم دراجته البخاريه ليقطع المسافة من 
المدينة | إلى المدينة ج مرورًا بالمدينة ب بسرعة منتظمة 
مقدارها كم رس ء ثم يعود من المدينة ج إلى المدينة أ 
بسرعة منتظمة مقدارها '؛ كم /س. أوجد: 
© المسافة بالكيلو متريين المديئة جء المديئة ! 

+ الزمن الكلى بالدقيقة للرحلة كلها. 
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/ 
/ ل 


هد 
رو 
١‏ 


وت ه 
" متر 


9 التصميم المعماري: صمم مهندس معمارى مبنى على شكل مثمن منتظم؛ طول ج 1 
كل ضلع من أضلاعه 7 أمتار» أوجد أطوال الأقطار عب . مم جء مو ١متر‏ 
9 اكتشة الخطأ اب ج مثلث فيه - /اسم .ب ٠١-‏ سم » ج- - هسم ب 7 


ف( !) 1,77 ". أوجد ى(<ب) 


7 00 
لجنا و - امك 
5 0 ج- 
0 0 ا 
١‏ 7 5 0200 +(0)-( 0( فك دغ لكان 5 
ع كت اله 
ا 8 فد( ب)ت 2رااا 
جاب --- * 1 


لمزيد من التمارين قم بزيارة موقع وزارة التربية والتعليم. 


ع١‏ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


